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บทคัดย่อ 

 การวิจัยครั้งนี้ มีวัตถุประสงค์เพื่อ 1. ศึกษาและแสดงการใช้พีชคณิตพิสูจน์จุดเก้าจุดในรปูท่ัวไป
บนวงรีซึ่งสร้างจากสามเหลี่ยมมุมฉากใด ๆ สอดคล้องทฤษฎีวงรีเก้าจุด และ 2. เพื่อแสดงว่าจุดศูนย์กลางภายใน 
จุดร่วม และ จุดศูนย์กลางของวงรี สอดคล้องลักษณะทั่วไปของเส้นออยเลอร์ จากการวิจัยพบว่า จุดทั้งเก้าจุดอยู่
บนเส้นรอบรูปของวงรี และ จุดศูนย์กลางภายใน จุดร่วม และ จุดศูนย์กลางของวงรี สอดคล้องลักษณะทั่วไปของ
เส้นออยเลอร์   
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THE USE OF ALGEBRA TO PROOF THE NINE-POINT ELLIPSE CONSTRUCTED  
BY RIGHT-ANGLED TRIANGLE CONFORMITY OF THE NINE POINT  THEORY 

 
Kachin  Kokanotapron1* 

 
Abstract 

 This research aims to study and present the proof of the nine-point ellipse 
theorem which constructed by right-angled triangle by using algebra, and to show incenter, 
centroid and nine-point center which associated with generalization of the Euler line. The result 
showed that the nine-point all lie on circumference of the ellipse and incenter, centroid and 
nine-point center associated with generalization of the Euler line. 
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บทน า 
MacKay (1892) ได้รวบรวมประวัติทฤษฎีวงกลมเก้าจุด โดยเริ่มตั้งแต่ปี ค.ศ. 1765 ซึ่งได้กล่าว

ว่า  ออยเลอร์ (Euler) เป็นผู้ค้นพบทฤษฎีวงกลมเก้าจุดเป็นคนแรก  ในปี ค.ศ. 1827  เดวิส (T. S. Davies) 
พิสูจน์สมบัติเฉพาะของทฤษฎีวงกลมเก้าจุด และบทแทรก ที่ว่าด้วยจุดศูนย์กลางท่ีอยู่ในต าแหน่งบนเส้นซึ่งอยูบ่น        
จุดตัดกันของส่วนสูงทั้งสามของสามเหลี่ยม บนจุดศูนย์กลางของจุดเก้าจุด และบนเส้นรอบวงกลม ใน ปี ค.ศ. 
1828  สไทเนอร์ (Steiner) สร้างคุณสมบัติเฉพาะของทฤษฎีวงกลมเก้าจุด และในปี ค.ศ. 1833 แสดงทฤษฏี
วงกลมสิบจุดที่เกี่ยวเนื่องกับสามเหลี่ยมที่อยู่บนเส้นรอบวงกลม  ปี ค.ศ. 1842 เทอร์เควมซ์ (Terquem) แสดง
การพิสูจน์ทฤษฎีวงกลมเก้าจุดที่สัมผัสกับวงกลมแนบใน และวงกลมแนบนอก ปี ค.ศ. 1850 เมนชัน                       
(J. Mention) แสดงการพิสูจน์ทฤษฎีของ Feuerbachs โดยใช้กระบวนการทางเรขาคณิต เป็นคนแรก ปี ค.ศ. 
1854  ลีไว (W. H. Levy) ได้แสดงการพิสูจน์ทฤษฎีของ Feuerbachs โดยใช้กระบวนการทางเรขาคณิต  ปี ค.ศ. 
1855  วิลคินสัน (T. T. Wilkinson) ศึกษาเกี่ยวกับ ทฤษฎีวงกลมเก้าจุด ปี ค.ศ. 1857 จอห์น จอซชัว โลบินสัน 
(John Joshua Robinson) แสดงการพิสูจน์ทฤษฎีใหม่เกี่ยวกับทฤษฎีวงกลมเก้า ปี ค.ศ. 1860 รีเวอร์ จอร์จ 
แซลเมิน (Reverend George Salmon) ศึกษาเพิ่มเติมทฤษฎีวงกลมเก้าจุดที่เรียกว่า ทฤษฎีของ Feuerbachs  

ต่อมาปี ค.ศ. 2005 มิเชล ดี วิลเลอร์ เสนอภาคตัดกรวยเก้าจุด ในรูปสามเหลี่ยมใด ๆ ซึ่งจุด
กึ่งกลางของด้านทั้งสาม จุดปลายของเส้นตรงที่แบ่งครึ่งมุมของจุดยอดทั้งสาม และจุดกึ่งกลางของเส้นตรงที่ลาก
จากจุดยอดทั้งสามกับจุดศูนย์กลางภายใน จะอยู่บนเส้นรอบรูปของภาคตัดกรวยและได้เสนอลักษณะทั่วไปของ              
เส้นออยเลอร์ (Euler line generalization) คือเส้นตรงที่ผ่านจุดศูนย์กลางภายใน จุดร่วม และจุดศูนย์กลางของ
ภาคตัดกรวยเก้าจุด  และจุดศูนย์กลางของภาคตัดกรวยเก้าจุดแบ่งลักษณะทั่วไปของเส้นออยเลอร์เป็นอัตราส่วน 
1:3 ได้น าเสนอและแสดงการพิสูจน์ในวารสาร Pythagoras (Michael, 2005)   

ผู้วิจัยได้ศึกษาวิธีการพิสูจน์ทฤษฎีวงกลมเก้าจุด ด้วยวิธีการพิสูจน์ทางเรขาคณิตและ เก้าจุดบน
ภาคตัดกรวยของมิเชล ดี วิลเลอร์ (Michael, 2006) ซึ่งจุดทั้งเก้าสร้างโดยสามเหลี่ยมมุมฉากที่มีมุมภายในอีก
สองมุมเป็นมุมที่มีขนาด ดังนั้นผู้วิจัยจึงสนใจที่สร้างจุดทั้งเก้าโดยสร้างจากสามเหลี่ยมมุมฉาก โดยมีมุมภายในอีก
สองมุมมีขนาดทั่วไป และแสดงจุดทั้งเก้าที่สร้างโดยสามเหลี่ยมมุมฉากใด ๆ สอดคล้องวงรีเก้าจุดและ แสดงว่าจุด
ศูนย์กลางภายใน จุดร่วม และ จุดศูนย์กลางของวงรี สอดคล้องสมบัติลักษณะทั่วไปของเส้นออยเลอร์  
 
วัตถุประสงค์ของการวิจัย 
 1. เพื่อศึกษาและแสดงการใช้พีชคณิตพิสูจน์จุดเก้าจุดในรูปทั่วไปบนวงรีซึ่งสร้างจาก
สามเหลี่ยมมุมฉากใดๆ สอดคล้องทฤษฎีวงรีเก้าจุด 
 2. เพื่อแสดงว่าจุดศูนย์กลางภายใน จุดร่วม และ จุดศูนย์กลางของวงรี สอดคล้องลักษณะ
ทั่วไปของเส้นออยเลอร์ 
 
วิธีด าเนินการวิจัย 

ขอบเขตของการวิจัย 
จุดเก้าจุดซึ่งสร้างโดยสามเหลี่ยมมุมฉากใด ๆ ได้แก่ จุดปลายของเส้นตรงที่แบ่งครึ่งมุมของจุด

ยอดทั้งสามของสามเหลี่ยม จุดกึ่งกลางของด้านทั้งสาม และจุดกึ่งกลางของเส้นตรงที่ลากจากจุดยอดทั้งสามกับ             
จุดศูนย์กลางภายใน ทั้งเก้าจุดอยู่บนเส้นรอบรูปวงรี และแสดงว่า จุดศูนย์กลางภายใน จุดร่วม และจุดศูนย์กลาง
ของวงรี สอดคล้องลักษณะทั่วไปของเส้นออยเลอร์ 
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กรอบแนวคิดในการวิจัย 
การศึกษาวงรีเก้าจุด แสดงการพิสูจน์วงรีเก้าจุด โดยเริ่มจากการสร้างจุดทั้งเก้า  สร้างโดย

สามเหลี่ยม   มุมฉากใด ๆ สร้างสมการวงรี แสดงว่าจุดทั้งเก้าสอดคล้องสมการวงรี จุดศูนย์กลางภายใน จุดร่วม 
และจุดศูนย์กลางของวงรี สอดคล้องลักษณะทั่วไปของเส้นออยเลอร์ 

เคร่ืองมือท่ีใช้ในการวิจัย 
เครื่องมือท่ีใช้ในการพิสูจน์วงรีเก้าจุด ใช้พีชคณิตที่เกี่ยวกับระยะทางระว่างจุดสองจุด พิกัดของ              

จุดกึ่งกลาง ความชันของเส้นตรง สมการของเส้นตรง วงรี สมการพหุนามก าลังสองสองตัวแปร การจ าแนก
ประเภทของภาคตัดกรวย จุดศูนย์กลางของภาคตัดกรวย สามเหลี่ยมคล้าย เอกลักษณ์ของฟังก์ชันตรีโกณ           
ของครึ่งมุม และหลักเกณฑ์คราเมอร์ 

 การด าเนินการวิจัย 
ทฤษฎีวงรีเก้าจุด คือ วงรีซึ่งมีเก้าจุดที่สร้างจากรูปสามเหลี่ยม ได้แก่ จุดกึ่งกลางของด้านทั้งสาม

ของรูปสามเหลี่ยม จุดปลายของเส้นตรงที่แบ่งครึ่งมุมของจุดยอดทั้งสาม และจุดกึ่งกลางของเส้นตรงที่ลากจาก
จุดยอดทั้งสามกับ จุดศูนย์กลางภายในอยู่บนเส้นรอบรูปวงรี และ จุดศูนย์กลางภายใน จุดร่วม และ จุด
ศูนย์กลางของวงรี สอดคล้องลักษณะทั่วไปของเส้นออยเลอร์ ซึ่งการวิจัยในครั้งนี้แบ่งออกเป็น 4 ข้ันตอนดังนี้ 

ขั้นตอนที่ 1  สร้างรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ABC บนระบบพิกัดคาร์ทีเซียน ซึ่งก าหนดให้มุม B มี
ขนาด  1  และมุม C มีขนาด 2 โดยจุด A A  มีพิกัดคือ ( )0,0  จุด B  มีพิกัดคือ ( ),0b  และ จุด C  มีพิกัดคือ 
( )0,c   ส าหรับ , , 0a b c >  ดังภาพที่ 1  ให้ความยาวของส่วนของเส้นตรง AB  คือ b  หน่วย ความยาวของ
ส่วนของเส้นตรง AC  คือ c  หน่วย และ ความยาวของส่วนของเส้นตรง BC  คือ a  หน่วย  

ขั้นตอนที่ 2 หาพิกัดจุด         และ F  ซึ่งเป็นจุดปลายของเส้นตรงที่แบ่งครึ่งมุมของจุดยอด
,C B และ A  ตามล าดับ และจุดศูนย์กลางภายใน (H) ซึ่งเป็นจุดตัดของ BE  กับ CD   

หาพิกัดจุด D  ซึ่งเกิดจากเส้นแบ่งครึง่มุม C  ตัดกับ AB  พบว่าความยาวของส่วนของเส้นตรง 
AC  คือ c  หนว่ย ให้ความยาวของส่วนของเส้นตรง AD  คือ x  หน่วย  
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หาพิกัดจุด E  ซึ่งเกิดจากเส้นแบ่งครึ่งมุม B  ตัดกับ AC  พบว่าความยาวของส่วนของ
เส้นตรง AB  คือ b หน่วย ให้ความยาวของส่วนของเส้นตรง AE  คือ y  หน่วย ใช้วิธีการหาท านองเดียวกับหา

พิกัดจุด D  ดังนั้น พิกัดจุด E  คือ 0,
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หาพิกัดจุด F เป็นจุดตัดของเส้นตรงที่ผ่านจุด A  และจุด H  ตัดกับ BC   
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bc bc

b c b c

æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø+ +
 ดังภาพที ่3  

 
ขั้นตอนที่ 3 หาพิกัดจุด ,G I และ J  ซึ่งเป็นจุดกึ่งกลางของ ,AC AB  และ BC  ตามล าดับ 

และ     หาพิกัดจุด ,K L  และ M  ซึ่งเป็นจุดกึ่งกลางของ ,AH CH  และ BH  ตามล าดับ 

พิกัดจุด 0 0 0
, 0,

2 2 2

c c
G

æ ö æ ö+ + ÷ ÷ç ç= =÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
           พิกัดจุด 0 0 0

, ,0
2 2 2

b b
I

æ ö æ ö+ + ÷ ÷ç ç= =÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
 

พิกัดจุด 0 0
, ,

2 2 2 2

b c b c
J

æ ö æ ö+ + ÷ ÷ç ç= =÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
          พิกัดจุด 

( ) ( )
,

2 2

bc bc
K

a b c a b c

æ ö÷ç ÷ç= ÷ç ÷÷ç + + + +è ø
 

พิกัดจุด 
( )

( )

( )

2
,

2 2

c a b cbc
L

a b c a b c

æ ö+ + ÷ç ÷ç= ÷ç ÷÷ç + + + +è ø
   พิกัดจุด ( )

( ) ( )

2
,

2 2

b a c b bc
M

a b c a b c

æ ö+ + ÷ç ÷ç= ÷ç ÷÷ç + + + +è ø
 

แสดงพิกัดจุด , , , ,G I J K L และ M ดังภาพที ่4 
 
 
 
       
 
 
 

 
 
        ภาพที ่3 พิกัดจุด H                                 ภาพที่ 4 พิกัดจุด , , , ,G I J K L และ M  
 
 

ขั้นตอนที่ 4 หาสมการวงรี โดยสรา้งจากสมการพหุนามก าลังสองสองตัวแปร 

                 
2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F+ + + + + =  เมื่อ , , , ,A B C D E RÎ      ( )............ 8   

น า 1

A
´ สมการ( )8 ;  2 2 0

C B D E F
x y xy x y

A A A A A
+ + + + + =               ( )............ 9  

ให้ 1 1 1 1, , ,
B C D E

a b c d
A A A A

= = = = และ 1

F
e

A
=  แทนค่าในสมการ ( )9  
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จึงได้     2 2

1 1 1 1 1a xy b y c x d y e x+ + + + = -  เมื่อ 1 1 1 1 1, , , ,a b c d e RÎ          ( )............ 10  

ให้สมการ ( )10  ผ่านจุด จุด  ,0 , 0, , 0, , ,0
2 2

bc bc c b
D E G I

a c a b

æ ö æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çè ø è ø è ø è ø+ +
 และ  

( ) ( )
,

2 2

bc bc
K

a b c a b c

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç + + + +è ø
 

ผ่านจุด ,0 ;
bc

D
a c

æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø+
                   

( )

2 2

1 1 2

bc b c
c e

a c a c

æ ö÷ç + = -÷ç ÷çè ø+ +
  ( )............ 11  

ผ่านจุด 0, ;
bc

E
a b

æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø+
 

( )

2 2

1 1 12
0

b c bc
b d e

a ba b

æ ö æ ö÷ç ÷ ÷çç + + =÷ ÷çç ÷ ÷çç è ø÷ +÷ç +è ø
   ( )............ 12  

ผ่านจุด 0, ;
2

c
G
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

                  
2

1 1 1 0
4 2

c c
b d e

æ ö æ ö÷ç ÷ç÷ + + =ç ÷ç÷ ÷ç ç÷ç è øè ø
   ( )............ 13  

ผ่านจุด ,0 ;
2

b
I
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

                               
2

1
2 4

b b
c e

æ ö÷ç + = -÷ç ÷çè ø
   ( )............ 14  

ผ่านจุด 
( ) ( )

, ;
2 2

bc bc
K

a b c a b c

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç + + + +è ø ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

1 1 12 2 24 4

b c b c bc
a b c

a b ca b c a b c

é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú+ + +ê ú ê ú ê ú+ ++ + + +ê ú ê ú ê úë ûë û ë û

  

                                     
( ) ( )

2 2

1 1 22 4

bc b c
d e

a b c a b c

é ù
ê ú + = -ê ú+ + + +ê úë û

             ( )............ 15  

จากสมการ ( )11 ถึง ( )15  ใช้หลักเกณฑ์คราเมอร์ (Cramer’s rule) หาค่า 
1 1 1 1, , ,a b c d  และ 1e

 
ให้ 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2

2

2 2 2 2

2 2

0 0 0 1

0 0 1

0 0 1
4 2

0 0 0 1
2

1
2 24 4

bc

a c

b c bc

a ba b

c c
A

b

b c b c bc bc

a b c a b ca b c a b c

é ù
ê ú
ê ú+
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú++ê ú
ê ú
ê ú

= ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

+ + + +ê ú+ + + +ë û

 

1

1

1

1

1

,

a

b

X c

d

e

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú= ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û

และ  

    

( )

( )

2 2

2

2

2 2

2

0

0

4

4

b c

a c

B
b

b c

a b c

é ù
ê ú-
ê ú+ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

= ê ú
ê ú
ê ú-
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú-
ê ú+ +ê úë û

ไดร้ะบบสมการ AX B=  หาค่า ( )det A โดยกระจายตามหลักท่ี 2 ( )2j =  
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 ( )
5

2 2

1

det i i

i

A a C
=

= å 12 12 22 22 32 32 42 42 52 52a C a C a C a C a C= + + + +  

 
( )

( )

2 2

22 2

52 52 2
2

0 0 1

0 1

4
0 1

4 2

0 0 1
2

bc

a c

b c bc

a bb c a b
a C

a b c c c

b

+

++
= =

+ +
 

 
( )

( )

( )

2 2

2

2 2 2 2 2

2

2

1
0 0 1

1 1
4 4 2 2

0 0 1

1
4 2

b c bc

a ba b

b c bc c c b b c bc

a b c a c a ba b

c c

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷+ç ÷+ç ÷ç ÷÷ç ÷çæ ö ÷ç ÷ ÷çç= - +÷ ÷çç ÷ ÷ççè ø+ + + + ÷+ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

 

 
( )

( )

( )( )

( )

( )

2 4 2 32 2

2 2 2
4 4 8

b c a b b c a bb c

a b c a c a b a b

é ù- -ê ú= -ê ú
+ + + + +ê úë û

 

( )

( )( )

( )( )

2 32 2

2 2
4 8

b c a b a cb c

a b c a c a b

é ùé ù- - -ê úê ú= ê úê ú
+ + + +ê úê úë ûë û

( )( )

( )( ) ( )

4 5

2 2
32

b c a b a c

a c a b a b c

- - -
=

+ + + +
 

จึงได้ ( )
( )( )

( )( ) ( )

4 5

2 2
det

32

b c a b a c
A

a c a b a b c

- - -
=

+ + + +
 

ให้ 

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2

2 2

2

2

1

2

2 2 2 2

2 2

0 0 1

0 0 1

0 0 1
4 2

0 0 1
4 2

1
2 24 4

b c bc

a ca c

b c bc

a ba c

c cA

b b

b c b c bc bc

a b c a b ca b c a b c

é ù
ê ú-
ê ú++ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú++
ê ú
ê ú
ê ú=
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

-ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
-ê ú

+ + + +ê ú+ + + +ë û

 

หาค่า ( )1det A  ใช้วิธีการค านวณท านองเดียวกับการหาค่า ( )det A  

จึงได้   ( )
( )

( ) ( ) ( )

5 5 2
5

1 2 2 2 2
1

det
16

i i

i

b c bc ac ba a
A a C

a c a b a b c=

- - +
= = -

+ + + +
å  

ดังนั้น ( )

( )

( )
( )( )( )

2

1

1

2det

det

b bc ac ab aA
a

A a c a c a b

- - +
= =

+ - -
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ให้     

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2

2

2

2 2 2 2

2 2

0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 1
2

0 0 1
4 2

1
2 24 4

b c bc

a ca b

bc

a b

c
A

b b

b c b c bc bc

a b c a b ca b c a b c

é ù
ê ú-
ê ú++ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

+ê ú
ê ú
ê ú

= ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

-ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

-ê ú
+ + + +ê ú+ + + +ë û

 

หาค่า ( )2det A  ใช้วิธีการค านวณท านองเดียวกับการหาค่า ( )det A  

จึงได้   ( )
( )( )

( ) ( ) ( )

5 4

2 2 2
det

32

b c a b a c
A

a b c a c a b

- -
= -

+ + + +
 

ดังนั้น ( )

( )

( )

( )
2

1

det

det

A b a b
b

A c a c

+
= =

+    

ให้ 

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2

2 2

2

2

3

2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

0 0 0 1

0 0 1

0 0 1
4 2

0 0 0 1
4

1
24 4 4

b c

a c

b c bc

a ba b

c cA

b

b c b c b c bc

a b ca b c a b c a b c

é ù
ê ú-
ê ú+ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú++
ê ú
ê ú
ê ú=
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

-ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

-ê ú
+ +ê ú+ + + + + +ë û

 

หาค่า ( )3det A  ใช้วิธีการค านวณท านองเดยีวกับการหาค่า ( )det A  

จึงได้   
    

( )
( )( )

( ) ( ) ( )

5 5 2 2

3 2 2 2

3 2
det

64

b c c a ac a b
A

a b c a c a b

- + + -
= -

+ + + +
 

ดังนั้น ( )

( )

( )
( )( )

2 2

3

1

3 2det

det 2

b c a acA
c

A a c a c

- + +
= = -

+ -
 



54 | ปีที่ 14 ฉบับที ่1 (มกราคม – เมษายน พ.ศ. 2562)                                                              คชินทร์ โกกนุทาภรณ์ 

ให้ 

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2

2 2

2

2

4

2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 1
4

0 0 1
2 4

1
24 4 4

bc b c

a c a c

b c

a b

cA

b b

b c b c bc b c

a b ca b c a b c a b c

é ù
ê ú-
ê ú+ +ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú+
ê ú
ê ú
ê ú=
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

-ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

-ê ú
+ +ê ú+ + + + + +ë û

 

หาค่า ( )4det A  ใช้วิธีการค านวณท านองเดียวกับการหาค่า ( )det A  

จึงได้ ( )
( )( )

( ) ( ) ( )

5 5 2 2

4 2 2 2

3 2
det

64

b c a c b a ab
A

a b c a b a c

- - + +
=

+ + + +
 

ดังนั้น ( )

( )

( )
( )( )

2 2

4

1

3 2det

det 2

b b a abA
d

A a c a b

- + +
= = -

+ -
 

ให้  

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2

2 2

2

2

5

2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

0 0 0

0 0 0

0 0 0
4 2

0 0 0
2 4

2 24 4 4

bc b c

a c a c

b c bc

a ba b

c cA

b b

b c b c bc bc b c

a b c a b ca b c a b c a b c

é ù
ê ú-
ê ú+ +ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú++
ê ú
ê ú
ê ú=
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

-ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

-ê ú
+ + + +ê ú+ + + + + +ë û

 

หาค่า ( )5det A  ใช้วิธีการค านวณท านองเดียวกับการหาค่า ( )det A  

จะได้  ( )
( )( )

( ) ( ) ( )

6 6

5 2 2 2
det

64

b c a c a b
A

a b c a b a c

- -
= -

+ + + +
   

ดังนั้น ( )

( ) ( )

2
5

1

det

det 2

A b c
e

A a c
= =

+
 

แทนค่า ( )
( )( )( )

( )

( )

( )
( )( )

2 2 2

1 1 1

2 3 2
, , ,

2

b bc ac ab a b c a acb a b
a b c

a c a c a b c a c a c a c

- - + - + ++
= = = -

+ - - + + -
 

( )
( )( )

2 2

1

3 2

2

b b a ab
d

a c a b

- + +
= -

+ -
และ 

( )

2

1
2

b c
e

a c
=

+
 ในสมการ ( )10  

จากสมการ ( )10 ;  2 2

1 1 1 1 1a xy b y c x d y e x+ + + + = -      



วารสารวิจัยและพัฒนา วไลยอลงกรณ์ ในพระบรมราชูปถัมภ์                                      สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี | 55 

จึงได้ ( )
( )( )( )

( )

( )

( )
( )( )

2 2 2

2 2
2 3 2

2

b bc ac ab a b c a acb a b
x xy y x

a c a c a b c a c a c a c

é ù é ùé ù- - + - + ++ê ú ê úê ú+ + + - +ê ú ê úê ú+ - - + + -ê ú ê úê úë ûë û ë û

 

                                                            ( )
( )( ) ( )

2 2 23 2
0

2 2

b b a ab b c
y

a c a b a c

é ù é ù- + +ê ú ê ú- + =ê ú ê ú+ - +ê ú ê úë ûë û

  

( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )2 22 4 2c a c a c a b x bc a c a b xy b a c a b a b yé ù é ù é ù+ - - + - - + - - + -ë û ë û ë û  
     ( )( )( )3bc a c a c a b xé ù+ - - -ë û ( )( )( ) ( )( )2 23 0bc a b a b a c y b c a c a bé ùé ù+ - - + - - =ê úë û ë û

 
จัดรูปสมการ 

( ) [ ] ( ) ( ) ( )2 2 2 22 4 2 3 3 0c a c x bc xy b a b y bc a c x bc a b y b cé ùé ù é ù é ù é ù+ + + + - + - + + =ê úë û ë û ë û ë û ë û
  ( )...... 16  

ตรวจสอบว่าสมการ ( )16 เป็นสมการวงรีหรือไม่โดยอาศัยสมบัติการจ าแนกประเภทของภาค
ตัดกรวยต่อไปนี้ จากสมการพหุนามก าลังสองสองตัวแปร 

2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F+ + + + + =  เป็นสมการ
ที่มีกราฟเป็นรูปวงรี ถ้า 2 4 0B AC- <  (ศรีบุตร แววเจริญ และชนศักดิ์  บ่ายเที่ยง, 2544) จากสมการ ( )16   
ได้ว่า ( )2 , 4A c a c B bc= + =  และ ( )2C b a b= +  

พิจารณา      [ ]

( ) ( )

22 4

4 4 2 2

bcB

AC c a c bc a b
=

é ùé ù+ +ë ûë û ( )( )
1

b

a c a b
= <

+ +
 เนื่องจาก , , 0;a b c >  

จึงได้  2 4B AC<  นั่นคือ  2 4 0B AC- <  
ดังนั้น สมการ( )16  เป็นสมการวงรี 
 
ผลการวิจัย 

จากการวิจัยพบว่า  
1. จะแสดงว่าจุด , , , , , , ,D E F G I J K L  และ M สอดคล้องสมการวงรี จากสมการวงรี 

( )16 ;   

พิจารณา จดุ ,0 ;
cb

D
a c

æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø+
 ( ) ( )

2

2 22 3 0
cb cb

c a c bc a c b c
a c a c

æ ö æ ö÷ ÷ç çé ù é ù+ - + + =÷ ÷ç çë û ë û÷ ÷ç çè ø è ø+ +
 

                                                                [ ]
2 2

2 3 0
b c

c a c a c
a c

- - + + =
+

 

                         0 0=  เป็นจริง 

จึงได้ว่า จุด , 0
cb

D
a c

æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø+
สอดคล้องสมการวงรี ( )16 ;  

ส าหรับจุด , , , , , ,E F G I J K L  และ M  ใช้วิธีการแสดงท านองเดียวกับการแสดงว่าจุด D  
สอดคล้องสมการวงรี ( )16   
ดังนั้น จุด , , , , , , ,D E F G I J K L  และ M  สอดคล้องสมการวงรี 

2. จะแสดงว่าจุดศูนย์กลางภายใน ( )H  จุดร่วม ( )G¢  และ จุดศูนย์กลางวงรี ( )N  สอดคล้อง
ลักษณะทั่วไปของเส้นออยเลอร์  
หาจุดศูนย์กลางของวงรี จากสมการพหุนามก าลังสองสองตัวแปร 2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F+ + + + + =  
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ถ้า 2 4 0B AC- ¹  จุดศูนย์กลางของภาคตัดกรวยคือ 
2

2

4

CD BE
h

B AC

-
=

-
 และ

2

2

4

AE BD
k

B AC

-
=

-
            

(อ าพล ธรรมเจริญ, 2542) จากสมการวงรี ( )16  จึงได้ ( ) ( )2 , 4 , 2 ,A c a c B bc C b a b= + = = +  
( )3D bc a c= +  และ ( )3E bc a b= +  

        
2

2

4

CD BE
h

B AC

-
=

-

( ) ( ) [ ] ( )

[ ] ( ) ( )

( )

( )2

2 2 3 4 3 2

44 4 2 2

b a b bc a c bc bc a b b a b c

a b cbc c a c b a b

é ùé ù é ù+ - + - + + +ë ûë û ë û= =
é ùé ù + +- + +ë ûë û

 

( ) ( ) [ ] ( )

[ ] ( ) ( )

( )

( )2 2

2 2 3 4 3 22
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จะแสดงว่าจุด ,H G¢ และ N  อยู่บนเส้นตรงเดียวกันโดย โดยแสดงว่าทุกคู่ของจุดทั้งสามมี
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จะแสดงว่า 3HN NG¢=  
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ดังนั้น 3HN NG¢=        ( )............ 18  

จากสมการ ( )17 และสมการ ( )18  จึงได้ว่า จุด ,H G¢ และ N  สอดคล้องลักษณะทั่วไปของเส้นออยเลอร ์    
ดังภาพที ่5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
                                  ภาพที ่5 จุด ,H G¢ และ N  สอดคล้องลักษณะทั่วไปของเส้นออยเลอร ์     

 
สรุปและอภิปรายผลการวิจัย 

จากผลการวิจัยสรุปและอภิปรายผลได้ดังนี้  
1. จุดเก้าจุดที่สร้างโดยสามเหลีย่มมุมฉากใด ๆ ได้แก่ จุดปลายของเส้นตรงที่แบ่งครึ่งมุมของจุด

ยอดทั้งสามของสามเหลี่ยม จุดกึ่งกลางของด้านทั้งสาม และ จุดกึ่งกลางของเส้นตรงที่ลากจากจุดยอดทั้งสามกับ       
จุดศูนย์กลางภายในทั้งเก้าจุดอยู่บนเส้นรอบรูปวงรี ซึ่งสอดคล้องกับผลการวิจัยของ มิเชล ดี วิลเลอร์ (Michael, 
2006) กล่าวว่า จุดเก้าจุดอยู่บนเส้นรอบรูปของภาคตัดกรวย  และยังสอดคล้องกับงานวิจัยของ คชินทร์        
โกกนุทาภรณ์ (2559) ที่ได้ศึกษาวิจัย เรื่อง การใช้พีชคณิตในการพิสูจน์วงรีเก้าจุด ผลการวิจัยพบว่า จุดปลาย
ของเส้นตรงที่แบ่งครึ่งมุมของจุดยอดทั้งสาม จุดกึ่งกลางของด้านท้ังสาม และ จุดกึ่งกลางของเส้นตรงที่ลากจาก
จุดยอดทั้งสามกับจุดศูนย์กลางภายในทั้งเก้าจุดอยู่บนเส้นรอบรูปวงรี 

2. จุดศูนย์กลางภายใน จุดร่วม และ จุดศูนย์กลางของวงรี ทั้งสามจุดอยู่บนเส้นตรงเดียวกัน
และสอดคล้องสมบัติลักษณะทั่วไปของเส้นออยเลอร์ ซึ่งสอดคล้องกับผลการวิจัยของ มิเชล ดี วิลเลอร์  
(Michael, 2006) กล่าวว่าจุดศูนย์กลางภายใน จุดร่วมและ จุดศูนย์กลางของภาคตัดกรวย สอดคล้องสมบัติของ
ลักษณะทั่วไปของเส้นออยเลอร์ และยังสอดคล้องกับงานวิจัยของ คชินทร์ โกกนุทาภรณ์ (2559) ที่ได้ศึกษาวิจัย 
เรื่อง การใช้พีชคณิตในการพิสูจน์วงรีเก้าจุด ผลการวิจัยพบว่า จุดศูนย์กลางภายใน จุดรวมมวล และ จุด
ศูนย์กลางของวงรีทั้งสามจุดอยู่บนเส้นตรงเดียวกันและสอดคล้องลักษณะทั่วไปของเส้นออยเลอร์ 
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ขอ้เสนอแนะ 
ข้อเสนอแนะในการวิจัยครั้งนี ้ 
ในการพิสูจน์นี้ผู้วิจัยใช้ซอฟต์แวร์ส ารวจเชิงคณิตศาสตร์ เรขาคณิตพลวัต (The geometer’s 

sketchpad) ในการท าความเข้าใจทฤษฎีก่อนการพิสูจน์ ใช้ในการวาดรูป และใช้พีชคณิตที่เกี่ยวกับ ระยะทาง
ระหว่างจุดสองจุด พิกัดของจุดกึ่งกลาง ความชันของเส้นตรง สมการของเส้นตรง วงรี สมการพหุนามก าลังสอง
สองตัวแปร  การจ าแนกประเภทของภาคตัดกรวย จุดศูนย์กลางของภาคตัดกรวย สามเหลี่ยมคล้าย เอกลักษณ์ของ
ฟังก์ชันตรีโกณของครึ่งมุม และหลักเกณฑ์คราเมอร์ ในการพิสูจน์ ผู้ที่สนใจจะศึกษาจะต้องมีความรู้พื้นฐานในเรื่อง
ดังกล่าว ผู้สนใจอาจด าเนินการวิจัย พิสูจน์ทฤษฎีโดยวิธีอื่นได้อีก ได้แก่ การพิสูจน์โดยเรขาคณิต  

ข้อเสนอแนะในการวิจัยครั้งต่อไป  
การพิสูจน์วงรีเก้าจุดในงานวิจัยฉบับนี้ สร้างจุดทั้งเก้าจากรูปสามเหลี่ยมมุมฉากใด  ๆ ซึ่ง

สามารถด าเนินการวิจัยต่อไปโดยสร้างจุดทั้งเก้าโดยสามเหลี่ยมใด ๆ   
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