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บทคัดย่อ 
  การวิจัยครั้งนี้มีวัตถุประสงค์เพื่อศึกษาการเคลื่อนที่ของอนุภาคที่เคลื่อนที่แบบออสซิลเลตที่เป็น
ฟังก์ชันของเวลาในแนวระดับและแนวดิ่ง ซึ่งการศึกษาเริ่มจากวิเคราะห์สมการการเคลื่อนที่ของอนุภาคตาม 
กฎข้อที่สองของนิวตัน จากนั้นค านวณหาการกระจัดและความเรว็ในแนวระดับและแนวดิ่งของอนุภาคที่เคลื่อนที่
แบบโพรเจกไทล์ที่เป็นฟังก์ชันของเวลา ภายใต้แรงต้านอากาศและแรงยก และเปรียบเทียบกับการเพิ่ม แรง
ภายนอกเข้าไปในแนวดิ่ง จากนั้นน าผลที่ได้สร้างกราฟด้วยโปรแกรมทางคอมพิวเตอร์ ซึ่งผลการวิจัย  พบว่า 
กราฟความเร็วและกราฟการกระจัดในแนวดิ่งท่ีเป็นฟังก์ชันของเวลาที่มีแรงภายนอกมากระท าสูงกว่ากราฟท่ีไมม่ี
แรงภายนอกมากระท าเมื่อเวลาเท่ากัน และไม่เป็นกราฟพาราโบลาที่สมมาตรตามทฤษฎี 
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MODELLING THE PROJECTILE MOTION UNDER A TIME – DEPENDENT EXTERNAL FORCE 

 
Jutamad Changkham1  Piyarat Moonsri2  Artit Hutem3* 

 
Abstract 
 This research aimed to study the motion of oscillating particles as a function of horizontal 
and vertical time.  The study was began by analyzing the equations of motion of particles 
according to Newton's second law. Then, the horizontal and vertical displacement and velocity 
of the projectile moving particles as a function of time was calculated under air resistance and 
lifting force and compared it with adding an external force into the vertical.  Then, the results 
were applied to create a graph with a computer program.  The results show that the velocity 
and vertical displacement graphs are functions of the time when the external force is more 
applied.  A graph with no external forces acting at the same time is not a theoretically 
symmetrical parabolic graph. 
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บทน ำ 
 การเคลื่อนที่โพรเจกไทล์ เป็นหัวข้อหนึ่งในการศึกษารายวิชาฟิสิกส์ ซึ่งเป็นการศึกษาการเคลื่อนที่  
ที่มีเส้นทางการเคลื่อนที่แบบวิถีโค้ง ท าให้วัตถุมีความเร็วสองทิศทาง คือ ความเร็วในแนวระดับ  

x
u  ซึ่งจะมี

ค่าคงที่ตลอดการเคลื่อนที่ โดยไม่คิดแรงต้านของอากาศหรือแรงภายนอกที่ไม่ใช่แรงโน้มถ่วงของโลกมากระท า
กับวัตถุ และความเร็วในแนวดิ่ง 

y
u  ซึ่งมีการเปลี่ยนแปลงเนื่องจากเป็นการเคลื่อนที่ภายใต้แรงโน้มถ่วงของโลก 

g
F โดยที่เวลาที่ใช้การเคลื่อนที่จะมีค่าเท่ากันทั้งสองทิศทาง เมื่อให้ x  คือ การกระจัดในแนวระดับ y  คือ  
การกระจัดในแนวดิ่ง และ t   คือ เวลาในการเคลื่อนท่ีของอนุภาคที่เคลื่อนท่ีแบบโพรเจกไทล์สามารถวิเคราะห์
สมการการเคลื่อนที่ของอนุภาคได้โดยใช้ ตามกฎข้อที่สองของนิวตัน เพื่อค านวณหาความเร็วและการกระจัดของ
อนุภาค เมื่อโยนอนุภาคหนึ่งขึ้นไปในอากาศด้วยความเร็วโดยท ามุม  กับแนวระดับ ถ้าไม่คิดแรงต้านอากาศ
วัตถุนั้นจะเคลื่อนที่ภายใต้แรงโน้มถ่วงเพียงแรงเดียว กราฟเส้นทางของการเคลื่อนที่ของวัตถุจะเป็น 
รูปพาราโบลาแบบสมมาตร และเมื่อมีแรงต้านอากาศเข้าไป กราฟของการเคลื่อนที่โพรเจกไทล์จะไม่เป็น
พาราโบลาแบบสมมาตร ซึ่งสามารถสร้างกราฟโดยใช้เครื่องมือ Mathematics ( Dharma Paudel, 2019)  
และเมื่อเพิ่มแรงภายนอกที่เป็นฟังก์ชันของเวลาเข้าไปในแนวดิ่ง 

         0
cos

t
F f e t





      

เส้นทางการเคลื่อนที่ของอนุภาคที่เคลื่อนที่แบบโพรเจกไทล์จะมีการสั่นแบบออสซิเลต (Kuaykaew et. al., 
2016) แต่ในสถานการณ์จริง การเคลื่อนที่แบบโพรเจกไทล์นอกจากจะมีแรงต้านอากาศ

d
F ที่มีทิศตรงข้ามกับ

การเคลื่อนที่ของอนุภาคแล้ว ยั งมีแรงยก
L

F ซึ่ งมีทิศตั้ งฉากกับแรงต้านอากาศมากระท าอีกด้ วย  
(Pouya Jalilian, 2014) ดังนั้นงานวิจัยนี้จะพิจารณาการเคลื่อนที่ของอนุภาคที่ เคลื่อนที่แบบโพรเจกไทล์  
ภายใต้แรงต้านอากาศและแรงยกในแนวระดับและแนวดิ่งจากงานวิจัยของ Dharma (2019) กับ Pouya (2014) 
และให้มแีรงภายนอกมากระท า 

   
2

2

0
cos

t

y
F t F te t





  

คล้ายงานวิจัยของ Kuaykaew (2016) ซึ่งแรงภายนอก  y
F t   ตัวนี้เป็นแรงภายนอกท่ีมีการสั่นแบบออสซิเลต

ในลักษณะที่บวกเพียงอย่างเดี่ยวซึ่งข้าพเจ้ามองลักษณะการสั่นโมเลกุลในอากาศถ้าเกิดแรงลมเคลื่อนท่ีเมื่อเวลา
ผ่านแรงลมตัวนี้จะลดก าลังของแรงลม แต่ในงานวิจัยนี้จะมีการเปรียบเทียบกราฟเมื่อเปลี่ยนแรงเริ่มต้นของแรง
ภายนอก และสัมประสิทธิ์ความหน่วงที่ส่งผลต่อเส้นทางการเคลื่อนที่ของอนุภาคที่เคลื่อนที่แบบโพรเจกไทล์  
ซึ่งในงานวิจัยนี้เป็นการพัฒนาสื่อการเรียนการสอนในรายวิชากลศาสตร์ทั่วไป ในระดับปริญญาโท สาขาวิชา
วิทยาศาสตร์ศึกษาเพื่อเป็นการสรา้งแบบฝึกหดัให้ส าหรับนักศึกษา และสามารถสรา้งเป็นแบบจ าลองสถานการณ์
การเคลื่อนที่ของอนุภาคมวล m ด้วยโดยใช้โปรแกรม Mathematica 
  
วัตถุประสงค์ของกำรวิจัย 
 เพื่อศึกษาเส้นทางการเคลื่อนที่ของอนุภาคที่เคลื่อนที่แบบโพรเจกไทล์ ภายใต้แรงต้านอากาศและแรง
ยก เมื่อมีแรงภายนอกที่เป็นฟังก์ชันของเวลามากระท าในแนวดิ่ง และเปรียบเทียบกับการเคลื่อนที่แบบโพรเจก
ไทล์ในกรณีทีม่ีแรงโน้มถ่วง 
 
วิธีด ำเนินกำรวิจัย 
 การวิจัยในครั้งน้ีได้ออกแบบการด าเนินการวิจัยไว้เป็น 3 ขั้นตอน ดังต่อไปนี้  1) ค านวณหาการกระจัด
และความเร็วของอนุภาค ภายใต้แรงต้านอากาศ และแรงยก 2) ค านวณหาการกระจัดและความเร็วของอนุภาค 
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ภายใต้แรงต้านอากาศ แรงยก และแรงภายนอกในแนวดิ่ง 3) ศึกษาการเคลื่อนที่ของอนุภาคโดยการน าสมการไป
สร้างกราฟ  การเคลื่อนที่แบบโพรเจกไทล์ของอนุภาคมวล m โดยปราศจากแรงต้านอากาศ

d
F และแรงยก

L
F

อนุภาคมวล m  เคลื่อนที่ด้วยความเร็วต้น 0
v ซึ่งเป็นเนื้อหาในระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย ระดับช้ัน ม. 4  

จากกฎข้อที่สองของนิวตัน เราจะได้การกระจัดในแนวระดับที่เป็นฟังก์ชันของเวลา 
             0

cosx t v θ t      (1) 
เราพิจารณาการเคลื่อนที่ของอนุภาคมวล m  ในแนวดิ่งจะได้ความเร็วปลายในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลา 
และการกระจัดในแนวดิ่งท่ีเป็นฟังก์ชันของเวลา ดังนี้ 
             0

sin
y

v t v θ gt      (2) 
และ 
               2

0
sin 1 2y t v θ t gt      (3) 

ต่อไปเราจะหาสมการเกี่ยวกับการกระจัดในแนวดิ่งท่ีเป็นฟังก์ชันของการกระจัดในแนวระดับโดยการน าสมการที่ 
(1) แทนลงในสมการที่ (3) จะได้ 
              

2

0
tan 1 2 cosy x θ x g x v θ     (4) 

ขั้นตอนที่ 1 ค านวณหาการกระจัดและความเร็วของอนุภาคที่เคลื่อนที่แบบโพรเจกไทล์ ในแนวระดับและแนวดิ่ง 
ที่เป็นฟังก์ชันของเวลา ภายใต้แรงต้านอากาศ

d
F และแรงยก

L
F ความเร็วต้น 0

v ความเร็วปลาย v ดังนั้น 
การเคลื่อนที่แบบโพเจคไทล์จะมีองค์ประกอบในแนวระดับและแนวดิ่ง ดังภาพที่ 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ภำพที่ 1 แสดงการเคลื่อนที่แบบโพรเจคไทล์ ภายใต้แรงต้านอากาศ และแรงยก 

จากกฎข้อที่ 2 ของนิวตัน 
F ma  

       ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin cos cos sin
yx

L d L d

dvdv
F i F i F j F j mgj m i j

dt dt

 
       

 
       (5) 

พิจารณาแกน x  
      ˆ ˆsin cos x

L d

dv
F F i m i

dt
                              (6) 

ก าหนดให้ ,
L L x d x

F k v F v   โดยที่ 
L

k เป็นค่าสมัประสทิธ์ิของแรงยก  เป็นค่าสัมประสิทธ์ิของแรงต้าน
อากาศ และ 

x
v เป็นความเร็วในแนวระดับ (Jeffrey, 2014) 

      sin cos x

L x x

dv
k v v m

dt
      



 

0
ˆcos( ) iv 



0
ˆsin( ) jv 

0
v

m

 m


d
F

ˆsin( ) j
d

F 

ˆcos( ) i
d

F 

mg

ˆsin( ) i
L

F 

ˆcos( ) j
L

F L
F

v

A B



วารสารวิจัยและพัฒนา วไลยอลงกรณ์ ในพระบรมราชูปถัมภ์                                      สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี | 49   

 

   sin cos xL

x

dvk
v

m m dt

 
   

 


                                   (7) 

ให้      sin cosL
k

m m

 
  
 


    

จะได้   x

x

dv
v

dt
   

          x

x

dv
dt

v
    

  t

x
v t Ce


                           (8) 

เงื่อนไขการหา C คือ    0
0, 0 cos

x
t v v    

   0
cos

t

x
v t v e


 


                          (9) 

จากสมการที่ (9) ความเร็วในแนวระดับที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของอนุภาคมวล m ถ้าเวลาการเคลื่อนของอนุภาค
มวล m เพิ่มขึ้นส่งผลใหค้วามเร็วในแนวระดับท่ีเป็นฟังก์ชันของเวลาของอนุภาคมวล m มีค่าลดลง 
จาก       

x

dx
v

dt
  

    0
cos

tdx
v e

dt





  

    0
cos

t
dx v e dt


 


    

      0 cos
tv

x t e C


  





          (10) 

เงื่อนไขการหา C คือ  0, 0 0t x   
        0 cos 1

tv
x t e


  





                 (11) 

จากสมการที่ (11) เรียกว่าการกระจัดในแนวระดับที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของอนุภาคมวล m ถ้าเวลาการเคลื่อน
ของอนุภาคมวล m เพิ่มขึ้นส่งผลให้การกระจดัในแนวระดับที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของอนุภาคมวล m เพิ่มขึ้น 
แล้วจะคงที่ ณ การกระจดัค่าหนึ่ง 
พิจารณาแกน y  
     ˆ ˆ ˆ ˆcos sin

y

L d

dv
F j F j mgj m j

dt
              (12) 

ก าหนดให้ ,
L L y d y

F k v F v   โดยที่ 
L

k เป็นค่าสมัประสทิธ์ิของแรงยก  เป็นค่าสัมประสิทธ์ิของแรงต้าน
อากาศ และ y

v เป็นความเร็วในแนวดิ่ง (Mustafa & Tugce , 2020), (Hutem & Kerdmee , 2013) 

     cos sin
y

L y y

dv
k v v mg m

dt
      

     cos sin
yL

y

dvk m
v g

m m m dt

 
   

 


            (13) 

ให้     cos sinL
k

m m

 
  
 


    

จะได ้     y

y

dv
v g

dt
  , y

y

dv
v g

dt
    

 
 

 dt dt

y
v e g e dt C

      
  


   

  t

y

g
v t Ce

 
   

 




                        (14) 

เงื่อนไขการหา C คือ    0
0, 0 sin

y
t v v    
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         0
sin

t

y

g g
v t v e

  
     

  




 
          (15) 

จากสมการที่ (15) ความเร็วในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของอนุภาคมวล m ถ้าเวลาการเคลื่อนของอนุภาค
มวล m เพิ่มขึ้นส่งผลให้ความเร็วในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของอนุภาคมวล m มีค่าลดลง 
จาก      

y
v dy dt ,  0

sin
tdy g g

v e
dt

  
    

  




 
 

 0
sin

tg g
d y v e dt

  
    

  
 




 
 

   0
sin

t
g g e

y t t v C
 

    
 




  

                     (16) 

เงื่อนไขการหา C คือ  0, 0 0t y   
         0

1
sin

t
g g e

y t t v
  

      
  




   

         (17) 

จากสมการที่ (17) เรียกว่าการกระจัดในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของอนุภาคมวล m ถ้าเวลาการเคลื่อน
ของอนุภาคมวล m เพิ่มขึ้นส่งผลให้การกระจัดในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของอนุภาคมวล m เพิ่มขึ้น  
แล้วจะมีค่าลดลงลักษณะเส้นทางการเคลื่อนที่เป็นพาราโบลาคว่ า 

ขั้นตอนที่ 2 ค านวณหาการกระจัดและความเร็วของอนุภาคที่เคลื่อนที่แบบโพรเจกไทล์ ในแนวระดับ
และแนวดิ่ง ที่เป็นฟังก์ชันของเวลา ภายใต้แรงต้านอากาศ 

d
F  แรงยก 

L
F  และแรงภายนอกในแนวดิ่ง 

   
2

2

0
ˆcos

t

y
F t F te t j





  โดยที่ 

0
F คือ แรงเริ่มต้นของแรงภายนอกมีหน่วย N ,   คือสัมประสิทธิ์

ของความหน่วง ต่อมา   ความถี่เชิงมุม มีค่า 2 f  และ f คือความถี่ของการสั่นของอนุภาคมวล m   
มีหน่วย Hz ความเร็วต้น 0

v มีหน่วย /m s  ความเร็วปลาย v มีหน่วย /m s  ดังนัน้การเคลื่อนที่แบบโพรเจก
ไทล์จะมีองค์ประกอบในแนวระดับและแนวดิ่ง ดังภาพที่ 2  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 ภำพที่ 2 แสดงการเคลื่อนที่แบบโพรเจกไทล์ โดยมีแรงภายนอกมากระท าในแนวดิ่ง  

จากกฎข้อที่ 2 ของนิวตัน 
F ma  

 

 

0
ˆcos( ) iv 



0
ˆsin( ) jv 

0
v

m

 m


d
F

ˆsin( ) j
d

F 

ˆcos( ) i
d

F 

mg

ˆsin( ) i
L

F 

ˆcos( ) j
L

F L
F

v

   
2

2

0
ˆcos

t

y
F t F te t j









A B
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         
2

2

0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin cos cos sin cos

yt x

L d L d

dvdv
F i F i F j F j mgj F te t j m i j

dt dt


    

  
        

 

พิจารณาแกน x เราจะได้ความเร็วในแนวระดับ และการกระจดัในแนวระดับเหมือนกับการทดลองขั้นตอนที่ 1 
สอดคล้องสมการที่ (5) และสมการที่ (7) (Ebaid, et.al., 2019) 

   0
cos

t

x
v t v e





                              (18) 

        0 cos 1
tv

x t e






             (19) 

พิจารณาแกน y  
       

2
2

0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin cos

yt

L d

dv
F j F j mgj F te t j m j

dt


   


    (20) 

ก าหนดให้ ,
L L y d y

F k v F v    
     

  2

0

1 cos 2
cos sin

2

yt

L y y

t dv
k v v mg F te m

dt


 

    
 
 




     (21) 

   
2

0cos sin (1 cos(2 ))
2

y tL

y y

dv Fk
v v g te t

dt m m m


    


  

    
2

0sin cos (1 cos(2 ))
2

y tL

y

dv Fk
v te t g

dt m m m

 
     
 


    

ก าหนดให้    sin cosL
k

m m

 
  
 


    

  
2

20 1 cos 2
2

y t

y

dv F
v te t g

dt m


   


                  (22) 

  
2

20( ) 1 cos 2
2

t t t

y

F
v t e te t g e dt C

m

   
     

  


  
 2

;   

  
 

  
2

20 1 cos 2
2

t
tt

y

F ge
v t e te t dt C

m

   
    

 



 




   

    20 1 cos 2
2

t

t t

y

F ge
v t e te t dt C

m

  
    

 



 




 

    20 cos 2
2

t

t t t

y

F ge
v t e te dt te t dt C

m

   
    

 
 


  




            (23) 

 

           

 

2

2 2

22 2
2 2

1

cos 2

4 cos 2 4 sin 22 sin 2 cos 2

4 4

t

t

t

tt

e
te dt t

te t dt

e t te t t









 
  
  

 
 

 












 



       

   
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 
    

      

 

0

2 2

2 2

2
2 2

2 sin 2 cos 21

2 4

4 cos 2 4 sin 2

4

tt

t

y

t
t

e t tF e
v t e t

m

e t t ge
C







    
    

   

  
   

 







   

   

    

 

    

 
 
 
 
  
 
       
                                                                                                                       (24) 
เงื่อนไขการหา C คือ    0

0, 0 sin
y

t v v    

 
 

 

2 2

0

0 2 2
2 2

4 1
sin

2 4

F g
v C

m

   
      

  

 


  

    (25) 

        
 

 

2 2

0

0 2 2
2 2

4 1
sin

2 4

Fg
C v

m

   
     

  

 


  

    (26) 

 
 
 
 
 
 
 
   (27) 
 
 

จากสมการที่ (27) ความเร็วในแนวดิ่งท่ีเป็นฟังก์ชันของเวลาของอนุภาคมวล m ถ้าเวลาการเคลื่อนทีข่องอนุภาค
มวล m เพิ่มขึ้น ส่งผลให้ความเร็วในแนวดิ่งท่ีเป็นฟังก์ชันของเวลาของอนุภาคมวล m มีค่าลดลงและการสั่น
แบบออสซิเลตเกิดขึ้นเพราะแรงภายนอกที่มากระท าต่ออนุภาคมวล m  

จาก     
y

dy
v

dt
  

 
    

      

 

2

2

2

0

2 2

2 2

2 2
2 2

2 sin 2 cos 2

2 4

4 cos 2 4 sin 2 1

4

t

y

t

t

t

te t tF
v t

m

e t t t
e

ge
C







 
 



    
   

  

 









   

 

     

 



 
    

      

 

 
 

 

2

2

2

0

2 2

2 2

2 2
2 2

2 2

0

0 2 2
2 2

2 sin 2 cos 2

2 4

4 cos 2 4 sin 2 1

4

4 1
sin

2 4

t

y

t

t

t

te t tF
v t

m

e t t t
e

Fge g
v

m







 
  



    
   

  

   
      

  









   

 

     

 

 


   
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            (28) 

 
 
        (29) 
 
 
        (30) 
 

 
 
                 
    (31) 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
                  (32) 

 

 
 

 
 

 

 

 
 

 
 

 
 

 

2 2

2 2

2 2

0 0

2 2 2 2

2 2

0 0

2 2
2 2 2 2

0 0

2

2 2

0

0 2 2
2 2

2
sin 2 cos 2

2 4 2 4

4 4
cos 2 sin 2

2 4 2 4

2 2

4 1
sin

2 4

t t

t t

t t

t

F F
y t te t dt te t dt

m m

F F
e t dt e t dt

m m

F F gt
te dt e dt

m m

Fe g
v

m

 

 

 



 
 


 

 

  

  
     

  

 

 

 

 

 

 



 
 

   

  
 

   

  

 


   
C

 
  

  
  

 

 
    

 
    

 

2

2

2
2

2 2

2

4 2

2
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
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
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
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
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เงื่อนไขการหา C คือ  0, 0 0t y   
 

 
 
 
 
 
                   (33)  

 
 
 
 
 
         (34) 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
                       (35) 
 
 

จากสมการที่ (35) เรียกว่าการกระจัดในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของอนุภาคมวล m ถ้าเวลาการเคลื่อน
ของอนุภาคมวล m เพิ่มขึ้นส่งผลให้การกระจัดในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของอนุภาคมวล m เพิ่มขึ้น  
แล้วจะมีค่าลดลงลักษณะเส้นทางการเคลื่อนที่เป็นพาราโบลาคว่ าและการสั่นแบบออสซิเลตเกิดขึ้นเพราะแรง
ภายนอกที่มากระท าต่ออนุภาคมวล m  ในงานวิจัยนี้ในสมการที่ (27) ได้มีการใช้โปรแกรม Mathematica  
เช็คค าตอบของสมการที่ (22) ตรงกับสมการที่ (27) เป็นสมการความเร็วในแนวดิ่ง 
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       
    

        

  
       

 

   

      

    

      

 

       
C

 
  

  
   

   

 

   

 

       

   

 

4 22 2
00

2 2
2 2 4 2 2 2 4 2

2 2 2 2
0 0

2 2
4 2 2 2 4 2 2 2

2 2

00 0 0

4 2 2 2 2 2
2 2

44

4 4 2 4 4

4 8

2 4 4 2 4

4sin 1

22 2 4

FF
C

m m

F F

m m

vF F Fg

mm m


 

   


 

   

     
        

   
 

   

       

    

       

 

      

 
 

 

   

 

   

 

       

2 2

0 0

2 2 2 2

2 2

0

0 2 2
2 2

4 22 2
00

2 2
2 2 4 2 2 2 4 2

2 2 2 2
0 0

2 2
4 2 2 2 4 2 2 2

1

2 2

4 1
sin

2 4

44

4 4 2 4 4

4 8

2 4 4 2 4

t t

t

F e F e gt
t

m m

Fe g
v

m

FF

m m

F F

m m

 



 
    

 

     
      

   
 


 

   


 

   



 



   

 


   

   

       

    

       

   

 

2 2

00 0 0

4 2 2 2 2 2
2 2

4sin 1

22 2 4

vF F Fg

mm m

     
       

    

 

      

 
 

    

      

 

 

    

      

 

 

 

2

2

2

2

2

0

4 22 2

4 2 2

2
4 2

2

0

4 22 2

4 2 2

2
4 2

2 2

0

2
2 2

sin 2 2 cos 22

42 4

4 sin 2 4 cos 2

4

2 sin 2 cos 2

42 4

4 cos 2 4 sin 2

4

4

2 4

t

t

t

t

te t tF
y t

m

e t t

te t tF

m

e t t

F e

m











 
  

 

  
 

 

 
 

 

  
 

 

















   

  

    

 

   

  

    

 

 

 

    

 

    

 

2

2

2

4 2

2

0

2 4 22 2

2 sin 2 cos 2

4

sin 2 2 cos 24

42 4

t

t

t t

e t tF

m



  
 

  

  
  

   



   

 

   

  



วารสารวิจัยและพัฒนา วไลยอลงกรณ์ ในพระบรมราชูปถัมภ์                                      สาขาวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี | 55   

 
ขั้นตอนที่ 3 ศึกษาการเคลื่อนที่ของอนุภาคโดยการน าสมการไปสร้างกราฟ ด้วยโปรแกรม Mathematics  
 
ตำรำงที่ 1  ศึกษาความเร็วในแนวดิ่งท่ีเป็นฟังก์ชันของเวลาของลูกฟุตบอลและเบสบอล 
 

ตัวแปรต้น ตัวแปรตำม ตัวแปรควบคุม 
กรณีมีแรงภายนอก 

   
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0

0
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0.1, 1, 0.1
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F t F te t j

F f



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

  

 

กรณีมีแรงภายนอก 
   

2
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0

0

ˆcos

0.07, 1, 0.08
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y
F t F te t j

F f
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






  

 

ความเร็วในแนวดิ่งของลูก
ฟุตบอล 

 
ความเร็วในแนวดิ่งของลูก

เบสบอล 
 

2

0

0

20 / , 9.8 / ,

0.42 , 15 , 0.116,

0.211

L

v m s g m s

m kg k



 

  


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L
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

 

  



 

 
ตำรำงที่ 2  ศึกษาการกระจัดในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของลูกฟุตบอลและเบสบอล 
 

ตัวแปรต้น ตัวแปรตำม ตัวแปรควบคุม 
กรณีมีแรงภายนอก 

   
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กรณีมีแรงภายนอก 
   
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การกระจดัในแนวดิ่งของลูก
ฟุตบอล 

 
การกระจดัในแนวดิ่งของลูก

เบสบอล 
 

2

0

0

20 / , 9.8 / ,

0.42 , 45 , 0.116,

0.211

L

v m s g m s

m kg k



 

  


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 

  



 

 
ตำรำงที่ 3  ศึกษาการกระจัดในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของการกระจัดแนวระดับ กรณลีูกฟุตบอล 

 
ตัวแปรต้น ตัวแปรตำม ตัวแปรควบคุม 

กรณีมีแรงภายนอก 
   

2
2

0

0
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1, 0.5,

0.65 , 0.95 N,1.35 N
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y
F t F te t j
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F N



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


 



 

กรณีมีแรงภายนอก 
   

2
2

0

0

ˆcos

0.65, 1,

0.1, 0.65, 1.2

t

y
F t F te t j

F f









 



 

การกระจดัในแนวดิ่งท่ีเป็น
ฟังก์ชันของการกระจัดแนว

ระดับ 
 

การกระจดัในแนวดิ่งท่ีเป็น
ฟังก์ชันของการกระจัดแนว

ระดับ 

2

0

0

20 / , 9.8 / ,

0.42 , 45 , 0.116,

0.211

L

v m s g m s

m kg k



 

  



 

 
 

2

0

0

20 / , 9.8 / ,

0.42 , 45 , 0.116,

0.211

L

v m s g m s

m kg k



 

  



 

 
 



56 | ปีที่ 17 ฉบับที่ 2 (พฤษภาคม – สิงหาคม พ.ศ. 2565)                                                     จุฑามาศ  ช้างค า และคณะ  

 
ผลกำรวิจัยและอภิปรำยผล 
 การค านวณหาความเร็วและการกระจัดของอนุภาคที่เคลื่อนที่แบบออสซิลเลตที่เป็นฟังก์ชันของเวลาใน
แนวระดับและแนวดิ่ง   

              

          (a)               (b) 
ภำพที่ 3 แสดงความเร็วในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของลูกฟุตบอลและเบสบอล  
           (a) ความเร็วของลูกฟุตบอล  (b) ความเร็วลูกเบสบอล  
จากภาพที่ 3 (a) เป็นกราฟความเร็วในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของลูกฟุตบอล โดยก าหนด 

ตัวแปรควบคุมได้แก่ สัมประสิทธิ์ของแรงยก L
k มีค่าเท่ากับ 0.116 มวลของลูกฟุตบอล m  เท่ากับ 0.42 kg   

สัมประสิทธิ์ของแรงต้านอากาศ เท่ากับ 0.211  ความเร็วเริ่มต้น 
0

v เท่ากับ 20 /m s มุม เท่ากับ 0
15

ความเร่งเนื่องจากแรงโน้มถ่วงของโลก g มีค่าเท่ากับ 2
9.8 /m s เส้นกราฟสีน้ าเงินเป็นกราฟแสดงความเร็ว 

ของอนุภาคมวลลูกฟุตบอลปราศจากแรงต้านอากาศ 
d

F  แรงยก 
L

F   ส่วนเส้นกราฟสีส้มแสดงความเร็ว 
ในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของลูกฟุตบอลที่ไม่มีแรงภายนอกมากระท า เส้นกราฟสีฟ้าแสดงความเร็วใน
แนวดิ่งท่ีเป็นฟังก์ชันของเวลาของลูกฟุตบอลที่มีแรงภายนอกมากระท า โดยมี

0
F  = 0.1 , f  = 1.0 และ  = 0.1 

จะเห็นว่าเมื่อมีแรงภายนอกมากระท าส่งผลให้กราฟความเร็วในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของลูกฟุตบอล 
ที่มีแรงภายนอกมากระท าเส้นสีฟ้าสูงกว่า กราฟความเร็วในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของลูกฟุตบอลที ่
ไม่มีแรงภายนอกมากระท าเส้นสีส้ม แสดงว่าถ้าเราท าการเพิ่มฟังก์ชันของแรงภายนอกไปจะท าให้ความเร็ว 
ในแนวดิ่งของอนุภาคมวลลูกฟุตบอลเคลื่อนที่ได้เร็วข้ึน  

จากภาพที่ 3 (b) เป็นกราฟความเร็วในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของลูกเบสบอล โดยก าหนด 
ตัวแปรควบคุมได้แก่ สัมประสิทธิ์ของแรงยก L

k มีค่าเท่ากับ 0.141  มวลของลูกเบสบอล m ค่าเท่ากับ
0.1455 kg สัมประสิทธิ์ของแรงต้านอากาศ  ค่าเท่ากับ 0.417 ความเร็วเริ่มต้น 0

v ค่าเท่ากับ 20 /m s   
มุม  เท่ากับ 0

30 ความเร่งเนื่องจากแรงโน้มถ่วงของโลก g มีค่าเท่ากับ 2
9.8 /m s เส้นกราฟสีน้ าเงินเป็นกราฟ

แสดงความเร็วของอนุภาคมวลลูกเบสบอลปราศจากแรงต้านอากาศ 
d

F  แรงยก 
L

F  เส้นกราฟสีเหลืองแสดง
ความเร็วในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของลูกเบสบอลที่ไม่มีแรงภายนอกมากระท า เส้นกราฟสีเขียวแสดง
ความเร็วในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของลูกเบสบอลที่มีแรงภายนอกมากระท า โดยมี

0
F = 0.07 , f =1.0 

และ  = 0.08 จะเห็นว่าเมื่อมีแรงภายนอกมากระท าส่งผลให้กราฟความเร็วของลูกเบสบอลที่มีแรงภายนอกมา
กระท าเส้นสีเขียวมีการสั่น และมีระยะมากกว่ากราฟความเร็วที่ไม่มีแรงภายนอกมากระท าเส้นสีเหลือง เหตุผลที่
ข้าพเจ้าใช้มุมการค านวณการเคลื่อนที่แบบโพรเจกไทล์ต่างกันทั้งสองกรณี เพราะค่าสัมประสิทธ์ิแรงต้านอากาศ 
และค่าสัมประสิทธิ์ของแรงยก (Pouya, et.al., 2014) ที่ข้าพเจ้าได้ก าหนดนั้นมีค่าต่างกันจึงท าให้เส้นทางการ
เคลื่อนที่มีความแตกต่างกัน ข้าพเจ้าจึงปรับมุมการยิง (Kantrowitz & Neumann, 2016) ลูกเบสบอลมีความเรว็
ที่เพิ่มขึ้นและลดลงต่างจากลูกฟุตบอลตรงที่ค่าสัมประสิทธิ์ของแรงต้านอากาศ และค่าสัมประสิทธิ์ของแรงยกมี
ค่าไม่เท่ากัน 
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        (a)            (b) 
 ภำพที่ 4 แสดงการกระจดัในแนวดิ่งท่ีเป็นฟังก์ชันของเวลาของลูกฟุตบอลและเบสบอล  
            (a) การกระจัดในแนวดิ่งของลูกฟุตบอล  (b) การกระจดัในแนวดิ่งของลูกเบสบอล 

จากภาพที่ 4 (a) เป็นกราฟการกระจัดในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของลูกฟุตบอล โดยก าหนด 
ตัวแปรควบคุมได้แก่สัมประสิทธิ์ของแรงยก L

k มีค่าเท่ากับ 0.116 มวลของลูกฟุตบอล m  เท่ากับ 0.42 kg  
สัมประสิทธิ์ของแรงต้านอากาศ เท่ากับ 0.211ความเร็วเริ่มต้น 0

v เท่ากับ 20 /m s  มุม เท่ากับ 0
45

ความเร่งเนื่องจากแรงโน้มถ่วงของโลก g มีค่าเท่ากับ 2
9.8 /m s เส้นกราฟสีน้ าเงินเป็นกราฟแสดงการกระจัด

ของอนุภาคมวลลูกฟุตบอลปราศจากแรงต้านอากาศ 
d

F  แรงยก 
L

F   เส้นกราฟสีส้มแสดงการกระจัดใน
แนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของลูกฟุตบอลที่ไม่มีแรงภายนอกมากระท า เส้นกราฟสีฟ้าแสดงการกระจัดใน
แนวดิ่งที่ เป็นฟังก์ชันของเวลาของลูกฟุตบอลที่มีแรงภายนอกมากระท า โดยมี  

0
F = 0.65, f  = 1.0  

และ  = 0.1 จะเห็นว่าเมื่อมีแรงภายนอกมากระท าส่งผลให้มีการกระจัดในแนวดิ่งเป็นฟังก์ชันของเวลา 
ลูกฟุตบอลที่มีแรงภายนอกมากระท า กราฟเส้นสีฟ้าสูงกว่า การกระจัดในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของ 
ลูกฟุตบอลที่ไม่มีแรงภายนอกมากระท ากราฟเส้นสีส้ม เมื่อเวลาเท่ากัน 
 จากภาพที่ 4 (b) เป็นกราฟการกระจัดในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของลูกเบสบอล โดยก าหนด
ตัวแปรควบคุมได้แก่ สัมประสิทธ์ิของแรงยก L

k มีค่าเท่ากับ 0.141มวลของลูกเบสบอล m ค่าเท่ากับ 0.1455 kg

สัมประสิทธิ์ของแรงต้านอากาศ ค่าเท่ากับ 0.417 ความเร็วเริ่มต้น 0
v ค่าเท่ากับ18 /m s มุม  เท่ากับ 0

45

ความเร่งเนื่องจากแรงโน้มถ่วงของโลก g มีค่าเท่ากับ 2
9.8 /m s เส้นกราฟสีน้ าเงินเป็นกราฟแสดงการกระจัด

ของอนุภาคมวลลูกเบสบอลปราศจากแรงต้านอากาศ 
d

F  แรงยก 
L

F   เส้นกราฟสีเหลืองแสดงการกระจัดใน
แนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของลูกเบสบอลที่ไม่มีแรงภายนอกมากระท า เส้นกราฟสีเขียวแสดงการกระจัดใน
แนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของลูกเบสบอลที่มีแรงภายนอกมากระท า โดยมี

0
F = 0.65,  f =1.0 และ  

 = 0.08 จะเห็นว่า เมื่อมีแรงภายนอกมากระท าส่งผลให้กราฟการกระจัดในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลาของ
ลูกเบสบอล เส้นสีเขียวมีการสั่นเล็กน้อย และมีระยะมากกว่ากราฟการกระจัดที่ไม่มีแรงภายนอกมากระท าเส้นสี
เหลือง เมื่อเวลาเท่ากัน 

                              

       (a)            (b) 
 ภำพที่ 5 การกระจัดในแนวดิ่งท่ีเป็นฟังก์ชันของการกระจัดแนวระดับในกรณลีูกฟุตบอล  
    (a) การกระจัดในแนวดิ่งท่ีเป็นฟงัก์ชันของการกระจัดแนวระดับในกรณีแรงเริ่มต้นเปลี่ยน 
             (b) การ กระจัดในแนวดิ่งท่ีเป็นฟังก์ชันของการกระจดัแนวระดับในกรณีสมัประสิทธ์ิ 
             ความหน่วงเปลี่ยน 
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 จากภาพที่ 5 (a) การกระจัดในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของการกระจัดแนวระดับในกรณีแรงเริ่มต้น
เปลี่ยน

0
F  โดยก าหนดตัวแปรควบคุมได้แก่ สัมประสิทธิ์ของแรงยก

L
k มีค่าเท่ากับ 0.116 มวลของลูกฟุตบอล m  

เท่ากับ 0.42 kg สัมประสิทธ์ิของแรงต้านอากาศ เท่ากับ 0.211ความเร็วเริ่มต้น 0
v เท่ากับ 20 /m s  มุม

เท่ากับ 0
45  ความเร่งเนื่องจากแรงโน้มถ่วงของโลก g มีค่าเท่ากับ 2

9.8 /m s , f = 1.0 Hz และ  = 0.5 
เส้นกราฟสีน้ าเงินเป็นกราฟแสดงการกระจัดของแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของการกระจัดในแนวระดับของอนุภาค
มวลลูกฟุตบอลปราศจากแรงต้านอากาศ 

d
F  แรงยก 

L
F   การกระจัดในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของการกระจัด

แนวระดับโดยไม่มีแรงภายนอกมากระท าจะแสดงด้วยกราฟ เส้นสีฟ้า เมื่อมีแรงภายนอกมากระท าโดยให้
0

0.55 , 0.95 , 1.35F N N N จะเป็นกราฟเส้นสีแดง สีเขียว และสีเหลือง ตามล าดับ จะเห็นว่า เมื่อเพื่อแรง
เริ่มต้นของแรงภายนอก 

0
F  จะท าให้การกระจัดในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของการกระจัดแนวระดับมีระยะที่มาก

ขึ้นทั้งในแนวดิ่ง และแนวระดับ การเคลื่อนที่โพรเจกไทล์ทั้งแบบมี และไม่มีแรงภายนอก ลูกฟุตบอลมีความเร็ว
ลดลง ซึ่งแสดงว่าลูกฟุตบอลจะเคลื่อนที่ขึ้น และขึ้นไปสูงสุดที่เวลาประมาณ 1.5 วินาที หลังจากนั้นลูกฟุตบอล
จะเคลื่อนที่ลง และ ใช้เวลานานกว่าตอนขาขึ้น ก่อนจะตกลงพื้น ซึ่งจะท าให้เส้นทางการเคลื่อนที่ไม่เป็น
พาราโบลา โดยน่าจะเบ้ไปทางขวา 
 จากภาพที่ 5 (b) การกระจัดในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของการกระจัดแนวระดับในกรณีสัมประสิทธิ์
ความหน่วงเปลี่ยน   โดยก าหนดตัวแปรควบคุมได้แก่ สัมประสิทธิ์ของแรงยก

L
k มีค่าเท่ากับ 0.116 มวลของลูก

ฟุตบอล m  เท่ากับ 0.42 kg สัมประสิทธิ์ของแรงต้านอากาศ เท่ากับ 0.211ความเร็วเริ่มต้น 0
v เท่ากับ 

20 /m s มุม เท่ากับ 0
45 ความเร่งเนื่องจากแรงโน้มถ่วงของโลก g มีค่าเท่ากับ 2

9.8 /m s , f  = 1.0 และ 
0

F = 0.65  เส้นกราฟสีน้ าเงินเป็นกราฟแสดงการกระจัดของแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของการกระจัดในแนวระดับ
ของอนุภาคมวลลูกฟุตบอลปราศจากแรงต้านอากาศ 

d
F  แรงยก การกระจัดในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของการ

กระจัดแนวระดับเมื่อไม่มีแรงภายนอกมากระท าแสดงด้วยกราฟเส้นสีฟ้า เมื่อเปลี่ยนสัมประสิทธิ์ความหน่วง  
0.1, 0.65, 1.2 จะได้กราฟการกระจัดในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของการกระจัดแนวระดับเส้นสีแดง สีเขียว 

และสีเหลือง ตามล าดับ จะเห็นว่า เมื่อเพิ่มสัมประสิทธิ์ความหน่วงให้มีค่ามากขึ้น กราฟการกระจัดจะได้ระยะ  
ที่สั้นลงทั้งในแนวดิ่งและแนวระดับ เมื่อเวลาเท่ากัน 
 

 
สรุป 
 การศึกษาการเคลื่อนที่ของอนุภาคที่เคลื่อนที่แบบโพรเจกไทล์โดยการค านวณหาการกระจัดและ
ความเร็วในแนวระดับและแนวดิ่ง ภายใต้แรงต้านอากาศ

d
F และแรงยก

L
F  และเปรียบเทียบกับการเพิ่มแรง

ภายนอก 
   

2
2

0
cos

t

y
F t F te t





  

มากระท าในแนวดิ่ง จากการศึกษาพบว่า กราฟความเร็วและกราฟการกระจัดในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของเวลา 
ที่มีแรงภายนอกมากระท าสูงกว่า กราฟท่ีไม่มีแรงภายนอกมากระท าเมื่อเวลาเท่ากัน และไม่เป็นกราฟพาราโบลา
ที่สมมาตรตามทฤษฎี ซึ่งตรงกับงานวิจัยของ Dharma (2019) และเมื่อเพิ่มแรงภายนอกในแนวดิ่ง กราฟมีการ
สั่นเกิดขึ้นซึ่งตรงกับงานวิจัยของ Kuaykaew (2016) และมีการเปรียบเทียบกราฟเมื่อแรงเริ่มต้นของแรง
ภายนอก

0
F เปลี่ยน จะท าให้การกระจัดในแนวดิ่งที่เป็นฟังก์ชันของการกระจัดแนวระดับมีระยะที่มากขึ้นทั้งใน

แนวดิ่งและแนวระดับ เมื่อเวลาเท่ากัน และก าหนดให้สัมประสิทธิ์ความหน่วงเปลี่ยน จะได้ว่าประสิทธิ์
ความหน่วงมีค่ามากข้ึน กราฟการกระจัดจะได้ระยะที่สั้นลงทั้งในแนวดิ่งและแนวระดับ เมื่อเวลาเท่ากัน  
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ข้อเสนอแนะ 
 ข้อเสนอแนะเกี่ยวกับงำนวิจัย 
 1. ควรมีปรับค่าตัวแปรควบคุมให้เหมือนกันท้ังหมด 
 2. ควรมีการเปรียบเทียบมุมที่เปลี่ยนไปที่ใช้ในการเคลื่อนที่ 
 ข้อเสนอแนะในกำรท ำวิจัยคร้ังต่อไป 
 1. ควรมีการค านวณหาการกระจัดและความเร็ว ในกรณีเพิ่มแรงภายนอกในแนวระดับ 
 2. ควรเพิ่มความหลากหลายของชนิดของมวลวัตถุ 
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