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บทคัดย่อ 
 ในงานวิจัยนี้  มีวัตถุประสงค์เพื่อศึกษาการพิสูจน์วงรีเก้าจดุ โดยใช้พีชคณิต เพื่อแสดงว่าจุดศูนย์กลาง
ภายใน จุดรวมมวลและจุดศูนย์กลางของวงรีเก้าจุด สอดคล้องลักษณะทั่วไปขอ เส้นออยเลอร์ จากการศึกษา
พบว่า จุดทั้งเก้าจุดอยู่บนเส้นรอบรูปของวงรีและ จุดศูนย์กลางภายใน จุดรวมมวลและ จุดศูนย์กลางของวงรี 
สอดคล้องลักษณะทั่วไปของเส้นออยเลอร์  
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THE USE OF ALGEBRA TO PROOF THE NINE-POINT ELLIPSE 
 

Kachin  Kokanotapron 1* 
 
Abstract 
 The focus of this paper is to study and present the proof of the nine-point ellipse by 
using algebra, and to show incenter, centroid and nine-point center which associated with 
generalization of the Euler line. The result showed that the nine - point all lie on circumference 
of the ellipse and incenter, centroid and nine-point center associated with generalization of the 
Euler line  
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บทน า 
การศึกษาจุดเก้าจุดบนเส้นรอบรูปของวงรีได้มีการพัฒนามาจากงานวิจัยและทฤษฎีวงกลมเก้าจุดซึ่ง 

ทฤษฎีวงกลมเก้าจุด ได้มีการศึกษาเริ่มตั้งแต่ปี ค.ศ. 1765 ออยเลอร์ (Euler) เป็นผู้ค้นพบทฤษฎีวงกลมเก้าจุด
เป็นคนแรก (Lameon F.,Meyer W.,2002) มีการอ้างอิงถึงการเขียนของ ออยเลอร์ ซึ่งสนับสนุนว่าเป็นบุคคล
แรกที่ค้นพบทฤษฎีวงกลมเก้าจุด (Guinand.,  A.P.,1985)  ต่อมาปี ค.ศ. 1820 ไบร์ชอน (Brianchon) และ 
พอนซ์เลท (Poncelet) ได้แสดงว่าจุดกึ่งกลาง 3 จุดของเส้นตรง 3 เส้น ที่เกิดจากจุดออร์โทเซนเตอร์กับจุดยอด
ของสามเหลี่ยมอยู่บนเส้นรอบวงกลม (Posamentier, A., 2002) และปี ค.ศ. 1821 วงกลมเก้าจุดได้มีการ
กล่าวถึงใน รายงานประจ าปีคณิตศาสตร์ของ Gergonne ฉบับที่ 11 ในบทความ โดย นักคณิตศาสตร์ ชาว
ฝรั่ งเศส โดย Charles Julien Brianchon และ Victor Poncelet บทความได้กล่าวถึงทฤษฎีส าหรับรูป
สามเหลี่ยม จุดกึ่งกลางด้าน เส้นดิ่ง และจุดกึ่งกลางของเส้นร่วมที่ตั้งฉากของรูปสามเหลี่ยมจุดศูนย์กลางที่ตั้งฉาก
ทั้งหมดบนวงกลม นักคณิตศาสตร์ชาวอังกฤษ Benjamin Bevan จัดไว้ในต าแหน่งเฉพาะคล้ายปัญหา เมื่อ     
17 ปีก่อนนี้(Coxeter,H.S.M.,Greitzer, S.L.,1967) (Holzinger,J.,1963)  ต่อมา ปี ค.ศ. 1822 ได้มีการประกาศ
ทฤษฎีของ Feuerbachs (Elder,A.E.,1960) (Silvester,J.R.,2001) (Stark J.,1963) (Thebault V.,1949) และ
(Weiss, S. ,1972) ร วมกั บก า รพิ สู จ น์ ที่ ตี พิ มพ์ ค รั้ ง แ รก  ปร ากฏ ใน  Karl Wilhelm Feuerbach ขอ ง 
Eigenschaften einiger merwiirdigen punkie des geradlinigen Dreicks การพิสูจน์ท่ีกล่าวถึง ความสัมพันธ์
ของวงกลมเก้าจุด ทฤษฎีพื้นฐานวงกลมเก้าจุดมีการด าเนินการร่วมกันกับส่วนประกอบของเส้นโค้ง แต่ละส่วน
ของเส้นโค้งที่แสดง ตลอดจนจุดยอดที่แตกต่างกันของรูปสามเหลี่ยม เช่น จุดยอด จุดกึ่งกลาง และเส้นแบ่งครึ่ง
ของวงกลม (Goldman,J;Berelle,A.,2001) (Hartshorne, R. 2000) (Moise, E Downs, F.,1975) (Reynolds, 
B.  Fenton, W. ,2006) ต่อมาในปี ค.ศ. 1827 เดวิส (T. S. Davies) ได้พิสูจน์คุณสมบัติเฉพาะของ ทฤษฎี
วงกลมเก้าจุด และบทแทรกที่ว่าด้วยจุดศูนย์กลางที่อยู่ในต าแหน่งบนเส้นซึ่งอยู่บนจุดตัดกันของส่วนสูงทั้งสาม
ของสามเหลี่ยม บนจุดศูนย์กลางของจุดเก้าจุด และ บนเส้นรอบวงกลม ต่อมาใน   ปี ค.ศ. 1828  สไทเนอร์ 
(Steiner) ได้สร้างคุณสมบัติเฉพาะของทฤษฎีวงกลมเก้าจุด และต่อมาใน   ปี ค.ศ. 1833 ได้แสดงทฤษฏีสิบจุดที่
เกี่ยวเนื่องกับสามเหลี่ยมที่อยู่บนวงกลม  ปี ค.ศ. 1842      เทอร์เควมซ์ (Terquem)  ได้แสดงการพิสูจน์ทฤษฎี
วงกลมเก้าจุดที่สัมผัสกับวงกลมแนบใน และวงกลมแนบนอก ปี ค.ศ. 1850 เมนชัน (J. Mention) ได้แสดงการ
พิสูจน์ทฤษฎีของ Feuerbachs โดยใช้กระบวนการทางเรขาคณิต เป็นคนแรก ต่อมาปี ค.ศ. 1854  ลีไว (W. H. 
Levy) ได้แสดงการพิสูจน์ทฤษฎีของ Feuerbachs โดยใช้กระบวนการทางเรขาคณิต ปี ค.ศ. 1855  วิลคินสัน           
(T. T. Wilkinson) ได้ศึกษาเกี่ยวกับทฤษฎีวงกลมเก้าจุด ปี ค.ศ. 1857  จอห์น จอซชัว โลบินสัน (John Joshua 
Robinson) ได้แสดงการพิสูจน์ทฤษฎีใหม่เกี่ยวกับทฤษฎีวงกลมเก้าจุด ปี ค.ศ. 1860    รีเวอร์ จอร์จ แซลเมิน 
(Reverend George Salmon) ได้เพิ่มเติมทฤษฎีวงกลมเก้าจุดที่เรียกว่า ทฤษฎีของ Feuerbachs (MacKay, J. 
S.,1892) ปี ค.ศ.  2005 มิเชล ดี วิลเลอร์ ได้เสนอ ภาคตัดกรวยเก้าจุด ในรูปสามเหลี่ยมใดๆ ซึ่งจุดกึ่งกลางของ
ด้านทั้งสาม จุดปลายของเส้นตรงที่แบ่งครึ่งมุมของจุดยอดทั้งสาม และจุดกึ่งกลางของเส้นตรงที่ลากจากจุดยอด
ทั้งสามกับจุดศูนย์กลางภายใน จะอยู่บนเส้นรอบรูปของภาคตัดกรวย และได้เสนอลักษณะทั่วไปของเส้นออย
เลอร์ (Euler line generalization) คือเส้นตรงที่ผ่าน จุดศูนย์กลางภายใน จุดรวมมวล และจุดศูนย์กลางของ
ภาคตัดกรวยเก้าจุด  และ จุดศูนย์กลางของภาคตัดกรวยเก้าจุดแบ่งลักษณะทั่วไปของเส้นออยเลอร์เป็น
อัตราส่วน 1:3 ได้น าเสนอและแสดงการพิสูจน์ในวารสาร Pythagoras  (Michael, D.V. , 2005) 
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ผู้วิจัยได้ศึกษาวิธีการพิสูจน์ทฤษฏีวงกลมเก้าจุด จากนักคณิตศาสตร์หลายๆ ท่านซึ่งใช้เรขาคณิต ใน
การพิสูจน์ และการพิสูจน์เก้าจุดบนภาคตัดกรวยโดยใช้เครื่องค านวณของ มิเชล ดี วิลเลอร์ (Michael, D.V. , 
2006)  ซึ่งเป็นการยากที่จะท าความเข้าใจ ท าให้ผู้สนใจไม่เข้าใจในกระบวนการพิสูจน์ และรูปแบบการพิสู จน์ 
ผู้วิจัยจึงสนใจที่จะใช้พีชคณิตเกี่ยวกับการวิเคราะห์ทางเรขาคณติ เรื่อง ความชันของเส้นตรง สมการเส้นตรง เป็น
ต้น มาช่วย ในการพิสูจน์วงรีเก้าจุด ซึ่งเป็นวิธีการพิสูจน์ ที่ผู้วิจัยสนใจ โดยได้แสดงวิธีการพิสูจน์เป็นขั้นตอน  
และท าให้ผู้ที่สนใจสามารถเข้าใจขั้นตอนการพิสูจน์ 

  
วัตถุประสงค์ของการวิจัย 

1. เพื่อศึกษาและแสดงการพิสูจนจ์ุดเก้าจดุบนเส้นรอบรูปวงรโีดยใช้พีชคณิต 
2. เพื่อพิสูจน์ว่าจุดศูนย์กลางภายใน จุดรวมมวลและ จุดศูนย์กลางของวงรี สอดคล้องลักษณะทั่วไป

ของเส้นออยเลอร์   
 

วิธีด าเนินการวิจัย 
วงรีเก้าจุด คือวงรีซึ่งมีเก้าจุดที่สร้างจากรูปสามเหลี่ยม ได้แก่จุดกึ่งกลางของด้านทั้งสาม จุดปลาย

ของเส้นตรงที่แบ่งครึ่งมุมของจุดยอดทั้งสาม และจุดกึ่งกลางของเส้นตรงที่ลากจากจุดยอดทั้งสามกับ จุด
ศูนย์กลางภายในอยู่บนเส้นรอบรูปวงรี และ จุดศูนย์กลางภายใน จุดร่วมและ จุดศูนย์กลางของวงรี สอดคล้อง
ลักษณะทั่วไปของเส้นออยเลอร์ วิธีการด าเนินการวิจัยแบบออกเป็น 4 ขั้นตอนต่อไปนี้ 

 

ขั้นตอนที่ 1 สร้างรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ABC  บนระบบพิกัดคาร์ทีเซียน ซึ่งก าหนดให้ มุม B  มี
ขนาด 37o  และมุม C  มีขนาด 53o  โดยจุด A  มีพิกัด ( )0,0  จุด B  มีพิกัด ( )4,0  และ จุด C  มีพิกัด 
( )0,3  ดังภาพที่ 1  

ขั้นตอนท่ี 2 หาพิกัดจุด ,D E  และ F  ซึ่งเป็นจุดปลายของเส้นตรงที่แบ่งครึ่งมุมของจุดยอด ,C B

และ A  ตามล าดับ และจุดศูนย์กลางภายใน ( )H  ซึ่งเป็นจุดตัดของ BE  กับ CD หาพิกัดจุด D  ซึ่งเกิดจาก
ส่วนของเส้นตรงที่แบ่งครึ่งมุม C  ตัดกับ AB  พบว่าความยาวของส่วนของเส้นตรง AC  คือ 3 หน่วย ให้ความ
ยาวของส่วนของเส้นตรง AD  คือ x  หน่วย  

 

พิจารณา     53
tan

2 3

xæ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø

o

   ( )........... 1  

พิจารณา                    ( )

( )

sin 5353
tan

2 1 cos 53

æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø +

oo

o

1

2
=    ( )........... 2  

จากสมการ( )1 และสมการ( )2 ;
3

2
x =  

ดังนั้น พิกัดจุด D  คือ 3
,0

2

æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø
  ดังภาพท่ี 2 
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หาพิกัดจุด E  ซึ่งเกิดจากเส้นแบ่งครึ่งมุม B  ตัดกับ AC  พบว่าความยาวของส่วนของเส้นตรง 
AB  คือ 4 หน่วย ให้ความยาวของส่วนของเส้นตรง AE  คือ y  หน่วย 

 

พิจารณา     37
tan

2 4

yæ ö÷ç =÷ç ÷çè ø

o

   ( )........... 3  

พิจารณา                 ( )

( )

sin 3737
tan

2 1 cos 37

æ ö÷ç =÷ç ÷çè ø +

oo

o

3

15
4 3

1
5

= =

+

  ( )........... 4  

จากสมการ( )3 ;จึงได้                                4

3
y =  

ดังนั้น พิกัดจุด E  คือ 4
0,

3

æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø
 ดังภาพท่ี 2 

 

  
ภาพที่ 1 แสดงสามเหลี่ยม ABC  ภาพที่ 11 แสดงจุด E และ จุด D  

 

จากภาพท่ี 2 ให้ 1l  เป็นเส้นตรงผ่านจุด ( )4,0B กับ 4
0,

3
E
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

 และ 2l  เป็นเส้นตรงผ่านจุด 

( )0,3C กับ 3
,0

2
D
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

 หาจุดศูนย์กลางภายใน ( )H  ซึ่งเป็นจุดที่เกิดจากการตดักันของ 1l  กับ 2l   

ความชันของเส้นตรง 1;l    
1

4
0

13

4 0 3
lm

-

= = -
-

   

เส้นตรง 1l  ผ่านจุด ( )4,0B  มีความชัน 
1

1

3
lm = -  

สมการเส้นตรง 1l              ( )
1

0 4
3

y x- = - -  

           3 4x y+ =       
จึงได้สมการเส้นตรง 1l  คือ 3 4x y+ =    
ใช้วิธีการหาท านองเดียวกับการหาสมการเส้นตรง 1l  จึงได้สมการเส้นตรง 2l  คือ 2 3x y+ =  
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พิจารณาจุดตดัของส่วนของเส้นตรง 1l  และเส้นตรง 2l   
         3 4x y+ =    ( )............ 5  
                   2 3x y+ =    ( )............ 6  

น า 2´ สมการ( )5 ;             2 6 8x y+ =   ( )............ 7  

น าสมการ ( )7 - สมการ( )6 ;                         1y =  

1x =  
จึงได้จุดตัด( )1,1  ดังนั้น พิกัดจุด H  คือ ( )1,1  ดังภาพท่ี 3 

 จากภาพท่ี 3 ให ้ 3l  เป็นเส้นตรงทีผ่่านจุด ( )0,0A  กับจุด ( )1,1H  และ 4l  เป็นเส้นตรงท่ีผ่านจุด 

( )4,0B  กับจุด ( )0,3C  ผู้วิจัยหาพิกัดจุด F  ซึ่งเป็นจุดที่เกิดจากการตดักันของ 3l  กับ 4l   

ใช้วิธีการหาท านองเดียวกับการหาสมการเส้นตรง 1l  จึงได้ 
 

สมการเส้นตรง 3l  คือ         y x=   ( )............ 8  

และ   สมการเส้นตรง 4l  คือ 3 4 12x y+ =   ( )............ 9  

 
ใช้วิธีการหาท านองเดียวกับการหาจุดตัดของเส้นตรง 1l  กับ เส้นตรง 2l  

จึงได้จุดตัดของเส้นตรง 3l  กับ 4l   คือ 12 12
,

7 7

æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø
 ดังนั้น พิกัดจุด F  คือ 12 12

,
7 7

æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø
 ดังภาพท่ี 4 

 

  
ภาพที ่3 แสดงจุด H  ภาพที่ 4 แสดง จุด F  

 

 
 ขั้นตอนท่ี 3 หาพิกัดจุด ,G I และ J  ซึ่งเป็นจุดกึ่งกลางของ ,AC AB  และ BC  ตามล าดับ  
พิกัดจุด G  เป็นจุดกึ่งกลางระหว่างจดุ ( )0,0A  กับจุด ( )0,3C  

 

พิกัดจุด 0 0 3 0 3
, 0,

2 2 2
G

æ ö æ ö+ + ÷ ÷ç ç= =÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
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ใช้วิธีการหาท านองเดียวกับการหาพิกัดจุด G    

จึงได้ พิกัดจุด ( )2,0I =  และพิกัดจดุ 3
2,

2
J

æ ö÷ç= ÷ç ÷çè ø
 

หาพิกัดจุด ,K L  และ M  ซึ่งเป็นจุดกึ่งกลางของ ,AH CH  และ BH  ตามล าดับ 
ใช้วิธีการหาท านองเดียวกับการหาพิกัดจุด G    

จึงได้ พิกัดจุด 1 1
,

2 2
K

æ ö÷ç= ÷ç ÷çè ø
 พิกัดจุด 1

,2
2

L
æ ö÷ç= ÷ç ÷çè ø

 และ พิกัดจุด 1
2,

2
M

æ ö÷ç= ÷ç ÷çè ø
 แสดงจุด , , , ,G I J K L และ M  

ดังภาพท่ี 5 
 
 
 
 
 
 
 

 
ภาพที่ 5 แสดง , , , ,G I J K L และ M  

 
ขั้นตอนท่ี 4 หาสมการวงรี จากสมการพหุนามก าลังสองสองตัวแปร  

                          
2 2 0Ax Cy Bxy Dx Ey F+ + + + + =  เมื่อ , , , ,A B C D E RÎ  ( )............. 10  

น า 1

A
´ สมการ( )10 ;  2 2 0

C B D E F
x y xy x y

A A A A A
+ + + + + =          ( )............. 11  

ให้ 1 1 1 1, , ,
C B D E

a b c d
A A A A

= = = = และ 1

F
e

A
=  แทนค่าในสมการ ( )10  

จึงได้                  2 2

1 1 1 1 1a y b xy c x d y e x+ + + + = -  เมื่อ 1 1 1 1 1, , , ,a b c d e RÎ   ( )............. 12  

ใหส้มการ ( )12  ผ่านจุด 3 4 12 12 3
,0 , 0, , , , 0,

2 3 7 7 2
D E F G
æ ö æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çè ø è ø è ø è ø

 และ ( )2,0I  

ผ่านจุด 3
,0 ;

2
D
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

       ( ) ( ) ( )
2

2 3 3 3
0 0 0

2 2 2
a b c d e

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç+ + + + = -÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
 

                                                  1 1

3 9

2 4
c e+ = -      ( )............. 13  

ผ่านจุด 4
0, ;

3
E
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

      ( ) ( ) ( )
2

24 4 4
0 0 0

3 3 3
a b c d e
æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç+ + + + = -÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø

 

                                                             1 1 1

16 4
0

9 3
a d e+ + =             ( )............. 14  
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ผ่านจุด 12 12
, ;

7 7
F
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

  
2 2

12 12 12 12 12 12

7 7 7 7 7 7
a b c d e
æ ö æ öæ ö æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç ç+ + + + = -÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç çè ø è øè ø è ø è ø è ø

 

                                         1 1 1 1 1

144 144 12 12 144

49 49 7 7 49
a b c d e+ + + + = -  ( )............. 15  

ผ่านจุด 3
0, ;

2
G
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

               ( ) ( ) ( )
2

23 3 3
0 0 0

2 2 2
a b c d e
æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç+ + + + = -÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø

                

                   1 1 1

9 3
0

4 2
a d e+ + =  ( )............. 16  

ผ่านจุด ( )2,0 ;I                    ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0 2 0 2 2 2a b c d e+ + + + = -            

                                                                           1 12 4c e+ = -        ( )............. 17  

จากสมการ ( )13 ถึงสมการ( )17  ใช้หลักเกณฑ์คราเมอร์ (Cramer’s rule) หาค่า 1 1 1 1, , ,a b c d และ 1e  

ให้ 

3
0 0 0 1

2

16 4
0 0 1

9 3

144 144 12 12
1

49 49 7 7

9 3
0 0 1

4 2

0 0 2 0 1

A

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

= ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ë û

 

1

1

1

1

1

,

a

b

X c

d

e

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú= ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û

และ 

9

4

0

144

49

0

4

B

é ù
ê ú-
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú=
ê ú-
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú-ë û

    ( )............. 18  

ได้ระบบสมการ AX B=  หาค่า det A  โดยกระจายตามหลักท่ี 2 ( )2j =  

จาก      ( )
5

2 2

1

det i i

i

A a C
=

= å 12 12 22 22 32 32 42 42 52 52a C a C a C a C a C= + + + +  

( ) ( ) ( ) ( )12 22 32 42 52

144
0 0 0 0

49
C C C C C

æ ö÷ç= + + + +÷ç ÷çè ø
 

( )
3 2

3
0 0 1

2

16 4
0 1144

1 9 3
49

9 3
0 1

4 2

0 2 0 1

+
= -

24

49
=  

ดังนั้น 24
det

49
A =  
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จากสมการ ( )18  ให้ 
1

9 3
0 0 1

4 2

4
0 0 0 1

3

144 144 12 12
1

49 49 7 7

3
0 0 0 1

2

4 0 2 0 1

A

é ù
ê ú-
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

= ê ú
-ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú-ë û

 หาค่า 1det A  โดยกระจายตามหลักท่ี 2 ( )2j =  

ท านองเดียวกับการหาคา่ det A  

               
5

1 2 2

1

det i i

i

A a C
=

= å 12 12 22 22 32 32 42 42 52 52a C a C a C a C a C= + + + + 32

144 36

49 49
C

æ ö÷ç= - =÷ç ÷çè ø
 

จึงได้ 
1

36
det

49
A =  ดังนั้น 1

1

det 3

det 2

A
a

A
= =    

  

จากสมการ ( )18  ให้  
2

9 3
0 0 1

4 2

16 4
0 0 1

9 3

144 144 12 12
1

49 49 7 7

9 3
0 0 1

4 2

0 4 2 0 1

A

é ù
ê ú-
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

= ê ú
-ê ú

ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú-ë û

หาค่า 2det A  โดยกระจายตามหลักท่ี 2 ( )2j =  

ใช้วิธีการท านองเดียวกับการหา det A  จึงได้ว่า 2

24
det

49
A =  ดังนั้น 2

1

det
1

det

A
b

A
= =    

จากสมการ ( )18  ให้ 
3

9
0 0 0 1

4

16 4
0 0 1

9 3

144 144 144 12
1

49 49 49 7

9 3
0 0 1

4 2

0 0 4 0 1

A

é ù
ê ú-
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

= ê ú
-ê ú

ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú-ë û

 หาค่า ( )3det A  โดยกระจายตามหลักที่ 2 ( )2j =  

ใช้วิธีการท านองเดียวกับการหา det A  จึงได้ว่า 
3

12
det

7
A = - ดังนั้น 3

1

det 7

det 2

A
c

A
= = -  
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จากสมการ ( )18  ให ้
4

3 9
0 0 1

2 4

16
0 0 0 1

9

144 144 12 144
1

49 49 7 49

9
0 0 0 1

4

0 0 2 4 1

A

é ù
ê ú-
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

= ê ú
-ê ú

ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú-ë û

 หาค่า 4det A  โดยกระจายตามหลักท่ี 2 ( )2j =   

ใช้วิธีการท านองเดียวกับการหา det A  จึงได้ว่า 
4

102
det

49
A = -   ดังนั้น 4

1

det 51

det 12

A
d

A
= = -   

จากสมการ ( )18  ให้ 
5

3 9
0 0 0

2 4

16 4
0 0 0

9 3

144 144 12 12 144

49 49 7 7 49

9 3
0 0 0

4 2

0 0 2 0 4

A

é ù
ê ú-
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

= ê ú
-ê ú

ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú-ë û

 หาค่า 5det A  โดยกระจายตามหลักท่ี 2 ( )2j =  

ใช้วิธีการท านองเดียวกับการหา det A  จึงได้ว่า 
5

72
det

49
A =  ดังนั้น 5

1

det
3

det

A
e

A
= =  

แทนค่า 1 1 1 1

3 7 51
, 1, ,

2 2 12
a b c d= = = - = -  และ 3e =  ในสมการ ( )12  

จึงได้       ( ) ( )2 23 7 51
1 3

2 2 12
y xy x y x

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç+ + - + - + = -÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
 

ดังนั้น สมการพหุนามก าลังสองสองตัวแปร คือ  
                           

2 212 12 18 42 51 36 0x xy y x y+ + - - + =       ( )............. 19  

ผู้วิจัยตรวจสอบว่าสมการ ( )19  เป็นสมการวงรีหรือไม่ โดยอาศัยสมบัติการจ าแนกประเภทของภาค

ตัดกรวย  จากสมการพหุนามก าลังสองสองตัวแปร  
            2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F+ + + + + =  เป็นสมการที่มีกราฟเปน็รูปวงรี  ถ้า 2 4 0B AC- <      
(ศรีบุตร แววเจริญและ ชนศักดิ์ บ่ายเที่ยง, 2544)   
  จากสมการ ( )19 ;  2 212 12 18 42 51 36 0x xy y x y+ + - - + =  

ได้ว่า 12, 12A B= =  และ 18C =   
พิจารณา                     ( ) ( )( )

22 4 12 4 12 18 720 0B AC- = - = - <   

ดังนั้น สมการ( )19  เป็นสมการวงร ี
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ผลการวิจัยและอภิปรายผล 
ผลการวิจัยพบว่า  

1. พิกัดจุดปลายของเส้นตรงที่แบ่งครึ่งมุมของมุมทั้งสามคือ 
3 4

,0 , 0,
2 5

D E
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

และ 12 12
,

7 7
F
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

 

พิกัดจุดกึ่งกลางของด้านทั้งสามคือ  ( )
3

0, , 2,0
2

G I
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

และ 3
2,

2
J
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

 พิกัดจุดศูนย์กลางภายใน คือ ( )1,1H  พิกัด

จุดกึ่งกลางของเส้นตรงที่ลากจากจุดยอดทั้งสามกับจุดศูนย์กลางภายในคือ 1 1 1
, , , 2

2 2 2
K L
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

และ 1
2,

2
M
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

    

สอดคลองสมการวงรี 2 212 12 18 42 51 36 0x xy y x y+ + - - + =  ดังภาพที่ 6 
 
 
 
 

 

 

 

ภาพที่ 6 แสดงจุดเก้าจุดบนเส้นรอบรูปวงรี 2 212 12 18 42 51 36 0x xy y x y+ + - - + =  

2 ผู้วิจัยจะแสดงจุดศูนย์กลางภายใน ( )H  จุดรวมมวล ( )G¢ และจุดศูนย์กลางวงรี ( )N  สอดคล้อง

ลักษณะทั่วไปของเส้นออยเลอร์  
หาจุดศูนย์กลางของวงรี( )N  จากสมการทั่วไป 2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F+ + + + + =  

ถ้า 2 4 0B AC- ¹  จุดศูนย์กลางของภาคตดักรวยคือ 

                          
2

2

4

CD BE
h

B AC

-
=

-
  และ  

2

2

4

AE BD
k

B AC

-
=

-
        (อ าพล ธรรมเจรญิ,2542)   

จากสมการวงรี  2 212 12 18 42 51 36 0x xy y x y+ + - - + =  
จึงได้ 12, 12, 18, 42, 51A B C D E= = = = - = -  

2

2

4

CD BE
h

B AC

-
=

-

( )( ) ( )

( ) ( )( )
2

2 18 42 12 51

12 4 12 18

- - -
=

-

900 5

720 4

-
= =

-
 

  ( )( ) ( )( )

( ) ( )( )
2 2

2 12 51 12 422

4 12 4 12 18

AE BD
k

B AC

- - --
= =

- -

720
1

720

-
= =

-
 

จึงได้ 5

4
h =  และ 1k =   ดังนั้น จุดศูนย์กลางของวงรี 5

,1
4

N
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

 

ผู้วิจัยจะหาจุดศูนย์กลางมวล ( )G¢   

 



132 | ปีที่ 11 ฉบับที ่3 (กันยายน –ธันวาคม พ.ศ. 2559)                                                         คชินทร์  โกกนุทาภรณ์ 

 
 
 
 
 
 
 

ภาพที่ 7 แสดงจุดศูนย์กลางมวล ( )G¢  

 
จากภาพที่ 7 ให้ 5l  เป็นเส้นตรงที่ผ่านจุด ( )0,3C กับจุด ( )2,0I  และ 6l  เป็นเส้นตรงที่ผ่าน        

จุด ( )0,0A  กับจุด 3
2,

2
J
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

 จุดศูนย์กลางมวล ( )G¢ เกิดจากกันตัดกันของเส้นตรง 5l  กับเส้นตรง 6l  

ใช้วิธีการหาท านองเดียวกับการหาสมการเส้นตรง 1l  จึงได้ 
สมการเส้นตรง 

5l  คือ 3 2 6x y+ =     

และ   สมการเส้นตรง 
6l  คือ 3 4 0x y- =  

ใช้วิธีการหาท านองเดียวกับการหาจุดตัดของเส้นตรง 1l  กับ เส้นตรง 2l  

จึงได้จุดตัดของเส้นตรง 
5l  กับ เส้นตรง 

6l  คือ 4
,1

3

æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø
 ดังนั้น พิกัดจุด G¢ คือ 4

,1
3

æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø
 

 จะแสดงว่าจุด ,H G¢ และ N  อยู่บนเส้นตรงเดียวกันโดยการแสดงว่าทุกคู่ของจุดทั้งสามมีความชัน

เท่ากัน  ให้ 7l  เป็นเส้นตรงที่ผ่านจุด ( )1,1H  กับจุด 5
,1

4
N
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

 ความชันของเส้นตรง 7l  คือ 
7

0lm =  

ให้ 8l  เป็นเส้นตรงท่ีผ่านจุด ( )1,1H  กับจุด 4
,1

3
G

æ ö÷ç¢ ÷ç ÷çè ø
ความชันของเส้นตรง 8l  คือ 

8
0lm =  

ให้ 9l  เป็นเส้นตรงท่ีผ่านจุด 5
,1

4
N
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

 กับจุด 4
,1

3
G

æ ö÷ç¢ ÷ç ÷çè ø
 ความชันของเส้นตรง 9l  คือ 

9
0lm =  

จึงได้ว่า 
7 8 9

0l l lm m m= = =   

ดังนั้น จุดศูนย์กลางภายใน จุดรวมมวล และจุดศูนย์กลางวงรี อยู่บนเส้นตรงเดียวกัน  ( )............. 20  

ซึ่งท้ังสามจุดอยู่บนเส้นตรง 1y =  ดังภาพท่ี 8  
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ภาพที่ 8 แสดงจุดศูนย์กลางภายใน จุดรวมมวล และจุดศูนย์กลางวงรี 

 

จะแสดงว่าจุดศูนย์กลางของวงรีเก้าจุด แบ่งลักษณะทั่วไปของเส้นออยเลอร์เป็นอัตราส่วน 1:3 

( )3HN NG=    

พิจารณา  ( )
2

25 1
1 1 1

4 4
HN

æ ö÷ç= - + - =÷ç ÷çè ø
  

และ   ( )
2

25 4 1
1 1

4 3 12
NG

æ ö÷ç¢= - + - =÷ç ÷çè ø
 

พิจารณา     
1

1 124 3
1 4 1

12

HN

NG

æ öæ ö÷ ÷ç ç= = =÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè øè ø¢
   

จึงได้ 3HN NG¢=          ( )............. 21  

ดังนั้น จากสมการ ( )20 และสมการ ( )21  จึงได้ว่า จุดศูนย์กลางภายใน จุดรวมมวล และจุดศูนย์กลางวงรี

สอดคล้องลักษณะทั่วไปของเส้นออยเลอร์ 
 

อภิปรายผลการวิจัย 
 จากผลการทดลองพบว่า  

 1. จุดปลายของเส้นตรงที่แบ่งครึ่งมุมของจุดยอดทั้งสาม จุดกึ่งกลางของด้านทั้งสาม และ จุดกึ่งกลาง
ของเส้นตรงที่ลากจากจุดยอดทั้งสามกับจุดศูนย์กลางภายในทั้งเก้าจุดอยู่บนเส้นรอบรูปวงรี ซึ่งสอดคล้องกับ
ผลการวิจัยของ มิเชล ดี วิลเลอร์ (Michael D.V., 2006) กล่าวว่าจุดเก้าจุดอยู่บนเส้นรอบรูปของภาคตัดกรวย   

 2. จุดศูนย์กลางภายใน จุดรวมมวล และ จุดศูนย์กลางของวงรีทั้งสามจุดอยู่บนเส้นตรงเดียวกันและ
สอดคล้องลักษณะทั่วไปของเส้นออยเลอร์ ซึ่งสอดคล้องกับผลการวิจัยของ มิเชล ดี วิลเลอร์ (Michael D. V., 
2006) กล่าวว่าจุดศูนย์กลางภายใน จุดรวมมวล และจุดศูนย์กลางของภาคตัดกรวย สอดคล้องลักษณะทั่วไปของ
เส้นออยเลอร์ 
 
 
 
 
 
 

สรุป 
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 สรุปผลการวิจัยดังนี้  
1 จุดทั้งเก้าจุดคือ จุดกึ่งกลางของด้านทั้งสาม จุดปลายของเส้นตรงที่แบ่งครึ่งมุมของ   จุดยอดทั้งสาม

และ จุดกึ่งกลางของเส้นตรงที่ลากจากจุดยอดทั้งสามกับ จุดศูนย์กลางภายใน ทั้งเก้าจุดอยู่บนเส้นรอบวงรี 
2 จุดศูนย์กลางภายใน จุดรวมมวล และ จุดศูนย์กลางของวงรีทั้งสามจุดอยู่บนเส้นตรงเดียวกัน จุด

ศูนย์กลางของวงรีเก้าจุด แบ่งลักษณะทั่วไปของเส้น   ออยเลอร์เป็นอัตราส่วน 1:3 ซึ่งสอดคล้องลักษณะทั่วไป
ของเส้นออยเลอร์ ซึ่งเป็นการพิสูจน์ ทฤษฏีวงรีเก้าจุด โดยใช้พีชคณิตในการแสดงการพิสูจน์ 
 

ข้อเสนอแนะ 
 ข้อเสนอเกี่ยวกับงานวิจัย ผู้วิจัยใช้พีชคณิตในการพิสูจน์จุดเก้าจุดบนเส้นรอบรูปวงรี และใช้ซอฟต์แวร์
ส ารวจเชิงคณิตศาสตร์ เรขาคณิตพลวัต (The geometer’s sketchpad) ในการท าความเข้าใจก่อนการพิสูจน์ 
และใช้ในการวาดรูป ผู้ที่สนใจต้องมีความรู้พื้นฐานในเรื่อง ระยะทางระว่างจุดสองจุด พิกัดของจุดกึ่งกลาง ความ
ชันของเส้นตรง สมการของเส้นตรง วงรี สมการพหุนามก าลังสอง  การจ าแนกประเภทของภาคตัดกรวย            
จุดศูนย์กลางของภาคตัดกรวย สามเหลี่ยมคล้าย เอกลักษณ์ของฟังก์ชันตรีโกณของครึ่งมุม และหลักเกณฑ์คราเมอร์ 
ในการพิสูจน์จุดเก้าจุดบนเส้นรอบรูปวงรี 

ข้อเสนอแนะส าหรับงานวิจัยครั้งตอ่ไป การพิสูจนจ์ุดเก้าจดุบนเส้นรอบรูปวงรีในงานวิจัยฉบับน้ี สร้าง
จุดทั้งเก้าจากรูปสามเหลีย่มมมุฉากโดยมีจดุภายในอีกสองจุดที่มีขนาน 53° และ 37o  ซึ่งสามารถด าเนินการวิจยั
ต่อไปโดย เปลี่ยนมุมภายใน ท้ังสองให้อยู่รูปในรูปมุมใดๆ 
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